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MESE t FE REE TAI CHR RI CR RE fk а ону НИ 
本 深入 淡出 的 好 书 , 次 成 中 文 ,对 于 大 学 数学 系 的 学 生 和 爱好 数论 
的 间 志 都 是 极 有 帮助 的 。 

这 本 书 是 不 能 粗浅 地 畴 访 的 ! 特别 是 名 题 部 俱 , 其 中 包含 着 十 
元 丰 沼 的 题材 ， 特 别 是 锥 诺 格 拉 陀 夫 学 派 的 基本 技术 。 如 果 访 这 
本 书 而 不 看 不 做 书后 的 问题 ,就 好 像 久 宝山 而 宏 返 ,把 这 甫 的 最 重 
要 的 部 分 忽略 了 ， 这 些 问题 大 部 分 都 是 有 根据 有 源流 的 。 很 多 是 
历史 上 的 著名 问题 ,或 是 锥 氏 自 己 的 研究 工作 。 他 精简 地 叙述 了 ， 
”他 巧妙 地 安 挤 了 ,使 读者 逐步 做 去 ,在 不 知 不 觉 中间 证 朋 了 历史 上 
有 名 的 定理 。 这 些 高 度 的 技巧 ,可 能 是 初 读者 不 易 发 现 的 ,同时 也 
识 炙 国 内 很 少 人 能 够 指明 答 读 者 关于 这 些 问 题 的 出 处 。 关 此 我 不 
РНН, ТЕЛУ. 

Дева пе) а, HARRAN Econ БРАТ ЕК: 
解决 的 问题 : 

其 中 一 个 是 有 名 的 高 斯 (Gauss) HAALARIT., ГЕНЕ 
是 指 两 个 坐标 都 是 整数 的 点 。 设 T 是 以 原点 为 中 心 , r HERH 
”加 内 的 整 点 的 个 数 , 换 名 话说 ,了 就 是 适合 

х8 yer? 
的 整数 (>, 9) 的 对 数 。 经 过 第 二 章 间 题 b o, 第 三 章 问题 6, a 逐步 
地 证 明了 , 
Т —mr*--O(r* 1а v), 

这 是 历史 上 有 名 的 伏 乐 讲 依 和 谢 尔 品 斯 基 ( Boponott-Sierpinski) 
的 酝 果 。 而 所 齐 高 斯 间 题 ， 就 是 要 求 自 Dart 的 最 好 的 上 限 。 


i PAUAR 


RhA ERE, EA FERR GIK НОЕ 
337] ЕН BEAK D ај DURCH BG: 
Z 0 是 最 小 的 正 整数 适合 下 面 的 条 件 : 对 于 任意 00-0, 总 有 
T =r tOr. 
谢 尔 品 斯 基 证 明 0 < L; ЧЕНЕ Littlewood AIE Ло ЈЕ С 


tita WEB 0 27: qu (Nielanq) WEW 0 < 22; Rb A № Ht 


(Titchmarsh) AE A BARRER 0 «C, eR RR 
则 是 9 <. 这 是 罗 庚 存 1935 年 所 永明 的 。 但 是 这 距离 大 家 所 


猜测 的 0 祥 寺 还 有 些 距 离 。 另 一 方面 已 绝症 明了 ОТ, ЯН 
决定 这 个 0 的 数值 ,在 数论 中 是 一 个 难题 。 

BANAR ARE AIEE EEE) (Dirichlet) 894998 
ME EEH: RREA 

хуп, x70, y>0 
BUREAU AMT oe, ERSEN] 4 和 第 三 章 问题 6, b, 可 
VREM 
T —n(1n n4-2E— 1) 4-O(n* (1n n)%), 

这 是 俄国 大 数学 家 伏 乐 诺 依 的 结果 ， 但 是 如 果 访 者 把 蕉 氏 的 证 明 
与 伏 乐 诺 依 原来 的 证 明 比 较 一 下 ， 不 难 发 现 新 的 证 法 是 便捷 得 多 
了 。 就 像 图 内 整 点 问题 一 样 ， 我 们 引进 0, 这 个 9 的 历史 是 这 样 : 
万 ' 德 ， 考 柏 (Van der Corpnt) 先 后 证 明了 0 ВО <27 ,最 
好 的 精 果 是 退 宗 陶 同 志 的 0 <15。 他 所 用 的 方法 是 辕 阐 答 同 志 
提出 的 。 

在 讨论 上 述 两 个 间 是 的 过 程 中 ， 维 天 引入 了 一 个 十 分 重要 的 
定理 ; 〈 见 第 三 章 问 题 5,a， 它 前 面 一 违 串 的 周 题 都 是 帮助 苇 者 来 
证 明 这 个 定理 的 。) 


Лида? oo 5 
设 472. 1, 画 数 jx) 在 间隔 ОСА НИИ 
数 而 且 有 条 件 


imo <, 


JA (GO) dem ui ВАСЯ , ВЈ 


9<=< В 

KEATEN GERA НА), дер 
所 安排 着 的 证 明和 万 ， 德 ， 考 柏 的 相当 的 工作 比较 一 下 ， 不 难 发 
现 这 里 要 简捷 多 了 。 

在 第 二 章 的 疝 题 里 ， 一 过 串 地 引进 了 不 少 关于 素数 分 布 的 定 
理 。 特 别 是 问题 9 屠 是 历史 上 有 名 的 俄国 数学 大 师 事 必 塞 天 (de- 
бышев У) LAE. [EH 16 是 茂 障 筷 斯 (Mobius) р сф ТЕЧЕ 
ЈА ,而 且 也 是 与 素数 分 布 基本 上 相通 的 。 间 题 17,8 中 引入 了 一 个 
重要 的 方法 ， 这 方法 把 “ 爱 拉 托 散 (Eratosthenes) НУР eft 
了 。 这 与 问题 23, 6 KREK, MERA ER HA E (Bron) 
方法 。 也 就 是 礁 氏 著名 工作 “充分 大 的 奇数 是 三 个 素数 的 和 ”的 证 
阴 中 用 着 的 一 端 。 浊 题 24 是 这 个 方法 的 一 个 简单 的 应 用 。 

第 五 章 的 问题 11 讨论 了 所 谓 高 斯 和 数 。 他 算出 形式 


т 一 


1 
У. (Вт 449 +а2 


z=0 
的 和 数 的 息 对 值 。 在 第 太 章 赔 题 11 里 更 把 这 结果 推进 一 步 ,他 研 
XT 


МЕНЕ ERR. ЛЕНИЕ 15, а 里 更 讨论 了 


6 мача 


m- aax’ 62 
2 ?-- 一 一 一 一 
е т 
2=0 


8y—^ dé). НЕМА ЊОЈ, ЖИВЯ: 和 式 
т—1 
> dr UC? ‚ (х) = ах" аата, 
х= (0 


НО МИР A Dir ER BREL СЕН ВЕТ. 

КАУ 13, ат 2 A8 
四 章 间 题 11 就 开始 了 7 В) И А В, MASER 13 旭 是 关 
To Adi dei HIE UE ТУ АВН PRU. Со = 
=e!) Az RE EARN. КАСНИ, ГРАН ре Ce 是 任意 正 
数 ) RIR p ,但 是 这 是 一 个 所 未 解决 的 问题 ， 如 采访 考 能 得 出 
比 二 小 的 数 , 也 是 值得 发 表 的 。 而 如 果 能 解决 这 个 于 题 , 那 对 于 数 
论 的 眉 献 是 极 大 的 。 

同时 第 大 章 册 题 12,e о EAE ОАЕ ААР HE ај 
进一步 。 间 题 14 也 是 维 氏 自己 的 工作 。 

第 五 章 间 题 9 是 苏联 数学 家 高 尔 十 可 夫 (Горшков) HEER, 
是 普通 书 上 所 找 不 到 的 。 我 们 知道 , 任意 4m 十 1 形式 的 素数 了 一 
XE WT RJ OA Aty, MEREANA MY 写 出 来 ? 高 
尔 士 可 夫 回 答 了 这 个 阐 题 : 


»-(Lsq)) +(1800)) 
(з), (5) = in 


2 
, 


soy y (#0589). 


zz 


介绍 “数论 基础 ” ? 


此 外 像 第 四 章 间 题 7 引进 Ге e æ (Kloostermann) 和 
数 , 第 五 章 间 题 10 Де ОБ СРеп) уже, мож 9 引进 了 
品格 函数 的 基本 和 性质, 等 等 。 仔 各地 看 米 , 就 不 难 改 现 维 氏 的 惊人 
的 技巧 。 他 把 这 许多 重要 的 结果 分 成 若干 册 题 ， 使 读者 按 步 就 班 
Hü, ЈАСНИ ЈА, АС ЕВА УЕ. КА Z 5| ЛАВЕ 
方法 啊 ! 

和 维 主格 拉 陀 夫 院 十 的 全 名 是 伊 凡 ' ННН НЕХ НН 
РЕЈ (Иван Матвеевич BarHorparoB)， 生 在 1892 年 。 他 是 苏联 科 
学 院 院 士 ， 斯 泰克 治 夫 数 学 研究 所 所 长 ， 他 还 是 苏联 的 入 会 主义 
劳动 英雄 ,1941 年 获得 斯 大 林 奖 金 ，19 伍 年 得 到 列宁 助 章 。 他 对 
数论 有 划时代 的 光 施 员 献 。 光 于 用 “三 角 和 式 的 估 值 ”来 研究 数论 
上 上 的 问题 这 一 方面 ， 在 世界 上 是 普 届 一 指 的 权威 。 特 别 是 关于 死 
林 (Waring) 则 题 的 不 配 的 工作 ， 及 及 震惊 全 球 的 关于 哥 尔 德 巴 哈 
《Goldbach ) 阅 题 的 丑 献 。 他 的 成 就 证 明了 社会 主义 的 优越 性 ， 这 
正 象征 着 我 们 的 有 明天。 
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第 五 版 序 


许多 俄罗斯 数学 家 ; 遍 如 车 必 夺 天 (de6srmes)， 科 尔 铁 (Kop~ 
кин), 2 RU k (Золотарев), Hj e nf Jc (Марков) ДА ВЕК Bo- 
роноћ а, ЖУУ Xam. EAE МЕ nex gd Tf 
的 内 容 , 可 以 去 看 狄 隆 涅 (B. H. Делоне) 著 的 “数论 的 彼得 堡 学 
«DES 

ЗАНЕСЕНИЯ TAIE, Silio НОСНЕ npo 
ВВ ARE T TR УВ ЛЕД ДУ АУЕН AS — SERRE; 在 “ 苏 
KASETE Icon is HB. RAER ЖЕНЫ 
EERE ЕБТ ЗС ЧЕ о 

在 我 的 这 本 趾 里 ， 只 是 系统 地 叙述 了 大 学 课程 范 团 里 数论 的 
PSI MEC Lp CET UE PEL r4]: 5:583 7 
观念 的 范围 。 | 

” 这 书 现在 的 第 五 版 与 第 四 版 有 很 大 的 不 同 。 为 了 使 叙述 更 简 

单 ， 在 所 有 的 各 章 里 都 作 了 很 多 的 变动 。 特 别 大 的 变动 是 把 原来 
的 第 四 章 和 第 五 章 合并 成 为 新 的 第 四 章 -一 章 〈 因 此 章 数 碱 少 到 大 
个 ), 同 时 关于 元 棋 的 在 在 也 有 了 新 的 更 简单 的 证 朋 。 

加 在 每 章 末 尾 的 问题 ， 都 作 了 实质 上 的 改 罚 。 现 在 于 题 引出 
的 顺序 完 笃 与 理论 材料 安排 的 须 序 相配 合 了 。 引 进 了 一 些 新 的 阅 
题 ,但 是 疝 题 的 数目 还 是 碱 去 了 不 少 。 这 是 因为 把 原先 独立 的 , 然 
而 按 解决 方法 或 者 内 容 膏 是 相近 的 周 题 ,用 а, b, 6,… 记 号 把 它们 
合并 在 一 起 了 。 重 新 修订 了 全 部 的 阅 题 解答 ， 好 多 地 方 这 些 解 答 
简化 了 或 者 用 更 好 的 代 将 了。 在 疝 题 解答 里 变动 得 最 利害 的 是 关 
于 7% 次 剩余 、 非 剩余 和 元 棋 的 分 布 ,以 及 对 应 的 三 角 和 式 的 估 什 。 

ЖЕ PE ЈИ. М. Виноградов) 


—= ЕН 


$1. 基本 的 概念 和 定理 

a， 数 论 是 研究 整数 的 性 质 的 。 我 们 所 说 的 整数 不 仅 是 自然 
数 ( 正 整数 ) 1, 2, 3,…, 还 有 雾 和 负 整 数 一 1, 一 2, 一 3,…。 

通常 在 作 理论 的 叙述 时 ， 我 们 用 字母 表示 的 只 是 整数 。 当 字 
母 所 代 开 的 不 是 整数 时 ,如 果 意 义 并 不 很 明白 ,我 们 会 作 特 别 的 声 
Hj. 

两 个 整数 a ЛИ b 的 和 数 ЗЕ ВИ ДЕО fH: ад 
除 (假如 b 不 等 于 雳 ) 所 得 到 的 商 数 ， 可 以 是 整数 ， 也 可 以 不 是 整 
数 。 

b，。 当 & 被 5 除 得 到 的 商 数 是 整数 时 ,假如 把 它 记 做 d, 我 们 就 
有 а= 04， 也 就 是 说 ，“ 等 于 5 乘 上 一 个 权 数 。 那 未 我 们 就 说 ，o 
镇 5 除 尽 或 者 8 除 尽 n。 这 时 a UHB b 的 倍数 而 且 5 叫做 a RIR 
数 。 bU a 这 个 事实 , 写 做 Ба. 

下 面 的 责 个 定理 成 立 。 

l. 如 果 a Emi, m S b 的 倍数 , 则 4 是 5 的 信 数 。 

实际 上 ;从 а= аут, m=m;b 推出 4=a1m1b， 这 里 ami ДЕЖ 
数 。 这 就 让 明了 定理 。 
以 外 ,所 有 的 项 都 是 b 是 倍数 , 则 这 一 项 也 是 5b 的 倍数 。 

实际 上 , 设 这 一 项 是 1,， 则 因为 

Lb, 


Uy nnm, p= раб, 4= 416, e 8==816, 
WA | 


i? 订 除 性 理论 


[i—i] 


= 十 9 十 二 8 一 1 一 … 一 入 二 
= Od dide р e n)b. 
这 就 证 明了 定理 。 
e， 在 一 般 情 形 下 ,包括 “ 狼 5 除 尽 的 特殊 情形 在 内 ， 我 个 有 
ТАЈА FB: 
每 一 个 整数 a BJ EAE Hh SR LAE SEC b РА А Ik 
a= bq +r; От, 
实际 上 , 取 ба РА a BS b 的 最 大 倍数 ， 我 们 得 到 “的 
这 种 形式 的 一 个 表示 式 。 假 定 还 有 а bq та, <b, 我 们 得 
3] 0=0(9— 9) + (7—71), 由 此 推出 7? 一 71 是 5 的 倍数 (b,2)。 但 
жн |7716, 所 得 结果 只 在 7 一 "1 二 0, 即 7=71 时 地 可 能 ， 
AGERE 4 = gio 
Hk q 叫做 а gie b RREA, Hn ПИК a k b RRR 
例子 设 8=14, 我 们 有 
177=14*12+9, 0<9<14; 
—64=14.(—5)-+6, 0<6<14; 
154=14.11+0, 070-14. 


$ 2 最 大 公约 数 

4， 以 后 我 们 只 讨论 数 的 正 的 移 数 。 闻 时 除 尽 整 数 4，6,…,1 
的 每 一 个 整数 都 叫做 它们 的 公 构 数 。 公 和 构 数 中 最 天 的 一 个 虽 做 最 
ХАВИ НИЕ (а, b, ++, D 来 表示 。 由 于 公物 数 的 个 数 是 
有 限 的 , 最 大 公物 数 显然 存在 。 如 果 (а, b, s. D =1, Ra, ees 
就 说 是 互 素 的 。 如 果 数 w b, …, 7 中 的 每 一 个 都 与 别 的 每 一 个 也 
ЗЕ, Rio, 6,…, CDM СО. ПАБ SHE RR ZG ICE LI 
K AFAN ВОК R W AR R FE. 


[5 2.2 最 大 公约 数 13 


例子 数 6, 10. 15, 由 于 (6，10、15) =1, ВН. №8, 18, 
21, 由 于 (8,13) = (8,921) = (123, 212 5 1, ВН. 

b. ПИВО ВЕРА ЛУ CR УН о 

1. dpi a 35 b fiet ILE o n ПУ 
+ b fc Н.В, 

实际 上 , 数 4 和 户 的 每 一 个 公约 数 都 是 第 独 一 个 唱 的 绝 数 。 反 
之 ,因为 是 5 的 偿 数 ， 所 以 (1 b, 1) 6 的 每 一 个 约 数 也 都 是 a 
的 约 数 ， 这 就 是 说 它们 都 是 数 4 和 的 公约 数 。 央 此 数 " 和 的 
公 萄 数 的 集合 与 单独 一 个 5 的 钩 数 的 集合 重 售 。 而 因为 数 b 的 最 
КСЕ b 自己 ,所 以 (a, 6) =0, 

2. 如 果 а= bq +c, 

ДИЗ a An b ПОДУ HE A3 b 和 < ПАЧЕ, d$ 
ЯЗ, (2, 5) (0,0), 

Ses. Е, ETE PEE HU ЗИ а Яп o Е АЦВ 
№ e ($1, b, 2), Ре b 和 с АЖ, Dn, ЗЕ 
ХН, bF e ВУК а. рш a Ял b ДЕЈ D 
Жожо BIMB- 3k b 和 c 的 公物 数 是 祖 同 的 一 些 数 ， 特 别 
地 ,这 些 公 和 绝 数 中 最 大 的 也 应 该 相间 , 即 (a, 6) = (6, e); 

€. ТРЖНИ ЈИ ИУ ГРЕЈА СТЕНА, MA 
ТЕН Л (Euclid) ak, deoa 和 b BER ER 
$ 1,6, 我 们 求 得 一 电 等 式 

G bg +s, 0<72< 6, 
b=r,q; +s, Ora ro, 
Та 7 T3035 + T4, 0<r, <s, 
ИНИНИ (1) 
Trg = n-1fn-1 tTn, Ота, 


Tu-17— nin, 
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这 暑 等 式 当 我 们 得 到 一 个 rai 0 РР. 这 后 一 点 是 必然 的 ， 
因为 6, то, та, > 是 浸 减 的 正 整数 和 刘 ， 不 能 包括 多 于 5 个 的 正 整 
数 。 

d. FH Efi PC КАН OD, MUS b 我 们 可 以 肯定 , 数 % 和 5 
ЈАКУ i k b 和 то 的 从 体 公 钩 数 重合 ,也 与 数 2 和 rs 的， 
Ж rs fu та 的 ，…， 数 -和 六 的 会 体 公 约 数 重合 ， 最 后 就 与 日 独 
一 个 数 六 的 全 体 约 数 重合 。 间 时 我 们 还 有 

(а, b) = (b, r2) = (To, 93) — = (rauca, Ta) =n 
于 是 我 们 得 到 了 下 面 的 一 些 结 果 。 

1. A a fu b АЕ ЕМУ 
аже; 

2. ЛЕКАР ти, 也 就 是 等 于 欧 几 里 得 算法 最 后 的 
不 等 于 零 的 余数 。 

例子 应 用 欧 几 里 得 算法 求 (525, 231)。 我 们 求 得 (辅助 的 诗 
算 写 在 右边 ) 


925.281 Боб=931 ,2 十 63 
462 | 2 
281 өз. 231— 63-34-42 
189 . 
63 42 63= 42 2 
ali = 42-1421 
49 | 91 КОР 
421727 42= 91.9 


T EAA m4 二 21。 所 以 (525, 231) = 21, 
设 癌 表示 任意 的 正 整 数 ,我 们 有 (wm, bm) = (a, буть 


, Sa gus < p s nita, Rei Š 2e 
СЫ ), 特别 地 ， sunt ¿p ат) 这 就 是 设 ， PAA 


[$ 2.2 . BE X. 15 


gine e ASI CER EAE НОЕ ТЕЗ ИУ 

SEE Е, ЯН СТ) HIE F т, 我 们 得 到 新 的 等 式 租 ,在 其 
Ниса, b, то, 25, та 的 是 ат, бт, тот, Tam, JBE El (am, bm) 
== тат, 因此 命题 1 成立 。 

应 用 命题 1， 我 们 求 得 


(a, b) = (5 .8, 25)- (+ 13; 

HiJETÉE H Ar 2, 

f.1. 如果 (2,5) 1, 其 (ac, b) =(e, b), 

实际 上 ， 由 于 (ac, 5) ЕЛЕ ас 和 be, 按照 d 1 EBRR (ос, 
be), 后 者 根据 e, 1 З с; (ас, ORKA b, 所 以 它 也 除 尽 (c В), 
BU, (0, b) 除 尽 ас 和 5, 所 以 它 除 尽 《ac, b), М, (ас, ВЯ 
(с, 5b) 互相 除 尽 ,因而 它们 就 相等 了 。 

2. AUR D =1 ПН ac де b BRIR, BJ c ли DU. 

实际 上 , 由 于 (а, 6) — 1, RIA (ас, Б) = (c, b), OE ас 
是 的 倍数 ， 所 以 按照 b, 1 我 们 有 (ас, 5) = b, 这 说 明 (с, 0) ==, 
ED c JE b 的 倍数 。 

3. 如果 аза, cn Enna аа bn 中 的 每 一 个 

实际 上 ,从 定理 1, 我们 有 

(440505: * a, br) 一 Сагаз «Om, by) = (agam, by) == 
f mm (ал, ду) =1, 
然后 ,简写 ara, am = A, НИЯ 

(bib; bs... bn, А) = (b; bze n 4) = 

= (фу И 

g. ЖАА EA БИЛ КОМА BEER, ST PME SER E C 

的 公约 数 的 问题 。 那 就 是 说， 为 了 求 得 数 cu а, ++, а, ZI, 
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RPE РЯ: 
(a1, as) — ds, (da, аз) == ds, (ds, 04) = d4, 
s (daa, 0) mdi, 

数 就 是 所 有 已 知 数 的 最 大 公 狗 数 。 

实际 上 上 上， 根据 d, 1 жа; 和 vs 的 全 部 公约 数 与 如 HAREE 
重合 ; 所 以 数 ay, as, as 的 全 部 公物 数 与 数 d, 和 as РУДЕ ДНИ 
重合 ,部 与 ds 的 全 部 绚 数 重合 。 然 后 我 们 首 定 , 数 ал, 65, аз, a, 的 
全 部 公约 数 与 d, 的 至 部 约 数 重合 ,等 等 ， 最后， 数 ал, аз, >, ап 
的 全 部 公 狗 数 与 4 的 和 部 绚 数 重合 。 而 因为 d, УЉЕ НОЈЕ d, 
自己 ,所 以 它 就 是 数 ал, Go, …, An КАЖ В 

T— FERIS, 我 们 肯定 定理 d, 1 对 于 十 个 以 上 的 
数 也 对 。 定 理 e 1 дне, 2 也 是 对 的 , 这 是 因为 用 mn 去 乘 或 者 用 5 
去 除 所 有 的 数 cu 4s,…, ал, 正 像 所 有 de, ds,…, d, 都 被 т ЗЕК 
被 5 除 一 样 。 


83. 最 小 公信 数 

a、 所 有 已 知 数 的 每 一 个 整 们 数 都 叫做 它们 的 公信 数 。 最 小 的 
正 的 公 售 数 叫做 最 小 公 售 数 。 

b， 我 们 先 来 研究 二 个 数 的 最 小 公信 数 。 设 М 是 两 个 整数 
Ru b 的 任意 公信 数 。 因 为 它 是 4 的 倍数 ,所 以 及 =ak, 这 里 是 整 
Bo EMRE b 的 倍数 ,所 以 


ak 

EN 
LERRA, БОЕ (4,0) od, aad, b=bd, 上 面 的 整数 就 可 
DERRE, KEC, b)=1 (8 2,6, 2). ВЕДЬ Ic b, io 


(82, f, 2), k=bt= 24, 这 里 是 整数 。 由 此 
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м“, 
d 
FZ BIG НВ, ЗИЛ MERE 4 的 倍数 ,也 是 5 的 倍数 ， 
因此 ,这 是 数 a Зи 的 所 有 公 倍数 的 一 般 形状 。 
这 些 公 倍 数 中 的 最 小 正 数 ， 即 最 小 公 倍 数 ， 在 4= 1 时 得 到 。 


. 它 就 是 


ab 
т=—. 
d 
引用 zr, 求 用 的 公式 可 以 让 写成 
M —mt, 


最 后 这 两 个 等 式 引出 下 列 定 理 : 


МАЛО P IPIS PP A 


ЖЖ 
И LENA ay, as, os an 的 最 小 公信 
数 。 一 般 地 用 Га, b] 3er a 和 b 的 最 小 公 倍 数 ， 我 们 写 下 一 
НС: 
Га а, | =, Em, ат, + |та-, ди |= та. 

用 这 种 方法 得 到 的 m RENA БАРАЈ ЋЕ ЛУДЕ 

实际 上 ， 从 0,1, a, 和 as МЕЖ т, 的 至 部 倍数 
重合 ， 所 以 数 a, as Диаз АМЕ Б то 和 аз ЉУДЕ 
重合 ,部 与 та 的 全 部 倍数 重合 。 然后 我 们 肯定 ， 数 ai, а5, ds, Gá 
的 全 部 公 倍 数 与 m. РАЈ АИ ИСА, Е, 最 后 , 数 аз, аз, s ан 
的 会 部 公信 数 与 m ВУЗЕ, MAA m, УЕ | [У] ЈЕ f 
数 就 是 т, 自己 ,所 以 它 就 是 数 ut as, …, а, 的 最 小 公 倍 数 。 

从 上 上 面 的 证 明 我 们 看 到 ， 定 理 b, 1 对 于 两 个 以 上 的 数 也 对 。 
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紫外 ,我 们 还 肯定 了 下 刘 定 理 的 正确 性: 
WE ERUERA ARET ENER. 


34. 欧 几 里 得 算法 与 连 分 式 的 关系 
а, ix o 是 任意 的 实数 。 用 9 表示 不 超过 а 的 最 大 整数 。 在 a 
=G + m> 
同样 地 ,在 Аз, 1t, 05-4 不 是 整数 时 ,我们 有 
а= 2, 03771; 
БРИ 1 
1—1 == Qs—1 tus 0,771. 


BURCH, ИРИ PRIMIS ASA а. 


a=p+— а) 
q2 十 一 a. 
+—1 i 
Q:-1 + "d. 


如 果 a НЕ, RU FEBRE а, as, … 中 显然 不 能 过 到 整数 ,以 
ЗСТ RT Е SET =, 
如 果 а 是 有 理 数 , 则 以 后 在 b 里 将 会 看 到 ,在 数列 а, an … 里 
一 定 会 遇 到 整数 ,而 这 种 天 示 的 步 又 是 有 尽 民 的 。 
b. 如 果 а НИЖИ ЊЕ а ==, ДИМЕ о ВЕЋ, 
УЛ ВАРЕЗ, ЗА E RAA 


а = tTa, š = T 


LS 4.1 UU AE RERUM R LA 19 _ 


m" b _ T3. 
b = 790, 473, noHt. 
Te Ta 
= р 7 --“ = 0. — 
Yo 7 "303 T- 74, 5 аи 
Tau r 
Тин п–— 1 ra, += = = ++ 
1—1 n— 
T. 
Ty == Тада, — =. 
я 
于 是 
1 
-— = qi + ——— - Y ^ 
doc 
gs 二 。 
Ф А 1 
+ 


e. JE! o ВИДРИ ik B kya ВАНИЕ 01, 42, +, 叫做 不 完 
从 的 商 数 (按照 b, 当 a 是 有 理 数 时 ， 这 就 是 欧 几 里 得 算法 中 逐次 
作 除 法 所 得 的 不 完全 的 商 数 ) ,分数 


01— 01, д. = +1, ду = 41 + 1 pe 
4, dl 
95 


ТРЕ o 

d， 当 我 们 注意 到 只 要 把 d 里 的 d- 换 成 oce > 
Š, (5271) 时 ,我 们 很 容易 地 发 现 了 租 成 近 伺 从 数 的 非常 简单 的 规 
fi. 

实际 上 ,为 了 统一 起 见 ,假定 P=, дато, ЗАМЕТНЕЕ 
近 们 代数 表示 成 下 列 形 状 这 里 等 式 G0. 表示 A, В ИНИТ 
5 P,,Q, 来 代替 ): 


a = 41. 11 
1 


Qr 


20 BEL SS S _ (8—9) 


1 
RET dedil gaPitPo UPS 


1 Qel O бб ду 


5 TUN at Po _ 9зРь-- Р _ E 
СЕЧИ Q; 
等 等 ， 更 普 逼 地 

— 9: Ps- Ps- Р. 


£ = — 


— дада i Qs -g да 
Ж, ЗАИР РЯ BERI УМА КАНЕ ЕПА РО TORRE 
算 : 


P,=q P._ Pr. 


(2) 
Q. = qQ- + Qi. 
这 些 计算 可 以 用 下 面 的 表 来 做 : 
Ка | | | — 
Ы EIE | | | а | | Фу 
P 1 E | P, | . ere 2 t Ра a 
0, 0 | 1 Q, - ` |ф | | да | о, |е. b 


105 | 38 "-— =: 
76. 2 PL C и 
161 34 i 
85, 29 tty 
ва 
29] 9 
23 
9 2 
81а 
2/1 


所 以 上 面 所 说 的 表 是 


[s 4.1 EUER IE ОРИ É 3 


d De IE 3 4 2 
I : na 
P, | 1 | з E H 4t | 105 
Q, | 0 | 1 | 1 4 17 38 
| | 


e， 我 们 来 观察 对接 的 近似 分 数 的 差 数 6, 一 6,-1。 当 51,48 
们 有 


$,— 8, = Р, Pei hs 


Q Qa 90.-' 
ZHE №, = Раб, -1— QP 把 这 式 子 里 的 P, тд 用 (2) 式 来 代 ， 
THER EUR ,我 们 得 到 h. = — hii, 最 后 这 个 式 子 结合 入 = 9010 一 
-1:1— 一 ,就 有 h,—(—1)* M, 
Рад; — Q P, ,= (—-1Yy (8270), (3) 


5,9, - CU (81). (4) 


例子 在 a 的 例子 的 天 里 ,我 们 有 
105•17—38•47 =(—1)5=—1, 
f. 从 (3) 式 推出 (P。 Was ana +1(Š 1, 0,2), 


indi Q))-1, dg e свуда — 9, - аи, 

ix д, RET a (也 就 是 除去 " 是 有 理 数 ,而 8» 是 最 后 的 
НЯ кв 65, 一 a 的 符号 。 有 明显 地 ,在 (1) 式 里 
Я 9: ЖА а, ,就 把 о 换 成 6,。 而 从 a 看 到 ,经 过 这 种 代替 ， 


ба 减少 ， 
As- 3m, 


@:-2 减少 ， 


ee 
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a s 是 奇数 时 减少 ， 
s 是 偶数 时 增加 。 
所 以 当 5 是 奇数 时 5; 一 a<0, 而 当 s 是 偶数 时 ó,— a>0, H 
此 6, 一 a 的 符 导 与 (一 1) 相 合 。 
h， 我 们 有 


од 
实际 上 , 04 д.а р, НЕ ЈА САКАР НО), У 5, 不 
等 于 4 时 ， 从 (4) 式 和 8 НЕВЕ, д, а 和 56,-1 一 a 有 不 同 的 符 
号 ,但 也 可 以 得 出 这 烙 论 ( 取 不 等 号 )。 


55. 素数 

а Zl 只 有 一 个 正 的 绝 数 ， 就 是 1 本身 。 由 于 这 个 原因 ,1 
在 自然 数列 星 占 有 特殊 的 位 里 。 

大 于 1 的 每 一 个 整数 , 至 少 有 十 个 移 数 ,就 是 1 和 它 本 身 ; 如 
REMERA ARAARA ERUR, 大 于 1 的 整数 , 除 
掉 1 和 它 本 身 还 有 别 的 正 移 数 的 ,就 叫做 复合 数 。 

b、 大 于 -的 整数 的 榴 数 中 间 ,一 以 外 的 最 小 移 数 是 素数。 

ЗЕЕ ЖЖ аа, 4 是 它 的 不 等 于 一 的 最 小 徇 数 。 如 果 d 
是 复合 数 ， 它 就 有 某 个 攀 数 qi 适合 条 件 1<9gi<9; Ва а 
尽 , 也 应 该 被 qi 除 尽 ($ 1, b, 1) ,这 与 我 们 对 于 ?的 假设 矛盾 。 

€. S Gc a 的 不 等 于 -的 最 小 的 数 (根据 b, 它 是 素数 ) 不 起 
зи а, 

ax q ЛОРЕНУ, Ж “= бал, а129, ХАНДЫ BER аа, 
就 得 出 a>, Иа, 

a: ЖАРЫ, 

FUEREREBR , 对 于 任意 个 不 同 的 素数 pi, Pa ee, Ре; 总 能 得 出 
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不 包括 在 其 中 的 新 的 素数 ， 就 能 肯定 这 定理 的 正确 性 。 和 式 pipe 
pho 1 的 素 约 数 就 是 这 样 的 数 , 央 为 它 除 尽 整 个 和 式 , 就 不 可 能 
与 素数 pu Po,…, рь 中 的 任何 一 个 相同 (8 1, b, 2), 
е. ЗЕН ЖАНА В, ИЗМ ВУЗЕ ЖЕ , — ВАЙ АИ ВИДЕ hy 
ТЕНК (Eratosthenes ЕРИ) 2718, FT E Bol o Sub Jr ik. 
БР 


1,2, N. (1) 

在 这 个 数列 里 第 一 个 大 于 一 的 数 是 2 ERE 1 和 它 自 己 除 
尽 , 因 此 它 是 素数 。 

从 数列 (1) 划 掉 2 以 外 的 所 有 2 的 倍数 (这 些 都 是 复合 数 )。 
接着 2 的 第 一 个 没有 划 掉 的 数 是 3; 它 不 被 2 除 尽 (否则 它 就 要 被 
划 掉 了 ) ,因此 3 Eg 1 和 它 自己 除 尽 ,所 以 它 也 是 素数 。 

从 数列 (1) 划 掉 3 以 外 的 所 有 3 的 倍数 。 接 着 3 的 第 一 个 没 
有 划 掉 的 数 是 5; 它 不 被 2 也 不 被 3 Су T )o 
HE, 5 Пят 和 它 自己 除 尽 ,所 以 它 也 是 素数 。 

ова F ok, 

当 用 所 说 的 方法 已 经 划 掉 了 小 于 素数 2 的 素数 的 所 有 倍数 
时 ,所 有 小 于 p° 的 未 划 法 的 数目 就 都 是 素数 了 。 实 际 上 , ДУР 2° 
的 每 一 个 复合 数 &, 由 于 它 的 最 小 素 物 数 人 VV а <р, 已 被 我 们 划 
F Y. ВИН: 

1。 要 划 掉 素数 了 的 信 数 ,可 以 从 р TERR 

2. RURAN 的 表 , 只 要 对 于 不 超过 攻克 的 素数 的 划 掉 
它们 的 复合 数 倍数 就 成 了 。 


56. 素 因子 分 解 式 的 崔 一 性 
a、， 每 一 个 整数 “或 者 与 已 知 素数 2 R REIR РВ 
实际 上 ,人 % 2) 是 了 的 的 数 , 它 或 者 等 于 1, 或 者 等 于 p。 在 第 


24 可 除 性 理论 [第 一 章 ] 


一 种 情形 下 , a 与 2 五 素 ,在 第 二 种 情形 下 , 4 被 了 除 尽 。 

b， 如 果 某 些 因子 的 一 个 乘积 能 咎 2 除 尽 , 划 其 中 至 少 有 一 个 
ЕВЕ РВ. 

实际 上 ,根据 2, 每 个 因子 或 者 与 ? HR, 或 者 被 2 除 尽 。 而 
如 果 所 有 因子 都 与 2 НЕ, НОБ НИЖЕ У р 互 素 (8 2,1,3); 
所 以 府 少 有 一 个 因子 被 了 除 尽 。。 

co 每 一 个 大 于 一 的 本数 都 能 俱 解 成 素 因 于 的 乘积 ,并 及 如 时 
不 考虑 因子 的 先后 次 序 , 分 解 的 方法 还 是 险 - 的 。 

实际 上 , 设 а 是 大 于 一 的 整数 ; 用 2 表示 它 的 最 小 的 素 约 数 ， 
ВИРА а = pai WR a>, ДЈ ps 表示 它 的 最 小 的 素 榴 数 , 我 
们 有 а = peas, WI >1, 划 同样 地 我 们 求 得 = psas , 等 等 ,站 
到 引出 一 个 等 于 一 的 a, 才 正 。 那 时 a,-i= or。 把 得 到 的 所 有 等 式 

REKET ,我 们 得 到 a у ЛУ РА; 
a = Tips: Dn. 

假设 对 于 同一 个 a BARR АН АРА а = 819: бео 

#K 
Рара' Pn = gile 5. 

这 等 式 的 右边 和 9: 除 尽 。 因 此 根据 b, 左边 至 少 有 一 个 因子 
应 该 被 qi 除 尽 。 例 如 设 pi 95 q1 除 尽 CHEF ny AU DR 
的 便 的 ); 那 末 pic qi (ЕЕ 1 以 外 pi UE Pi ВЕЈК), АЗИИ 
#9 ру = di, ЗИМУ рара P= qaqa g a, 对 这 个 等 式 重 复 引 用 前 面 
的 论证 ,我 们 得 到 papa = 08-0. 等 等 , 直到 末了 , 等 式 的 一 边 ， 
例如 左边 , 绚 掉 了 所 有 的 因子 时 地 和 继 止 。 但 是 在 同时 ,省 边 的 所 有 
因 寺 也 应 蔷 被 移 掉 了 ， 这 是 因为 等 式 1= анс 对 于 大 于 1 的 
Quare 是 不 可 能 成 立 的 。 

这 样 一 来 ,第 二 个 素 央 子 分 解 式 与 第 一 个 完 双 相同 。 

d， 在 a 的 素 因 子 分 解 式 中 ,可 以 有 一 些 索 关子 是 重复 的 。 用 
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M, Ps,…, P 表示 不 同 的 素 因 子 ， 用 01, Gs, ^^, а ВЕЛЕ ЈЕ a p 
HRK A , ВИР АВИВА a WESTERN YA OS: 
а= pp py. 
例子 ”588000 的 标准 分 解 式 是 : 588000 = 25-3« 53. 7*, 
€. ix а 的 标准 分 解 式 是 == pt! p- pte ОК а 的 所 有 物 数 
都 有 形式 
d pf'p$*--- piv; 
0< Вико, Ово, e, ОВ. (а) 
实际 上 ， 发 4 ES а, Ж ada (51, 0), Е, d 的 所 有 素 
FISCH BE a 的 标准 耸 解 式 里 ， 其 指数 不 小 于 它 出 现在 4 的 标准 
分 解 式 里 的 指数 。 所 以 4 有 形状 (1)。 
反之 ,形状 (1) 的 每 一 个 4 显然 除 尽 a, 
ЯНГ 720=23. 3°. 5 МИННОЕ ЗК, 2 34 • 59, ai 
Bi, В, Вз 互相 独立 地 通过 В,=0, 1 2, 3, 4; B,=0,1, 2; Bs=0, 1, 
这 指出 那些 称 数 是 1, 2, 4, 8, 16, 3, 6, 12, 24, 48, 9, 18, 36, 72, 144, 
5, 10, 20, 40, 80,15, 30, 60, 120, 240, 45, 90, 180, 360, 720, 


м м 

L вео ли ЛКН РОЯ, ME d= ал, + by 是 形 
A а by Cn, у 是 整数 ) 的 数 中 最 小 的 正 数 。 EI 4 = (а, b) dh) 
ЗІН $2, 4,1201 $2, е 的 各 个 定理 。 再 讨论 形式 ве Ву + fu 
ПЕНН, 

2. ЕВЕ, HA ЯВНО ЗНАЯ ò= D 
最 接近 a。 

3. везије o ВМИК, TRN BERK, ECH 
十 进 计数 法 的 位 数 ， 而且» 是 有 条 件 Q, < У AKE ПЕТА 
n<5k 十 1。 为 了 证 明 这 个 式 于 对 于 Q, Qs Qu …, QU 成 立 , 必须 先 
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拿 它们 与 c 都 等 于 1 的 情形 比较 ,再 拿 它们 与 1,5,69…, E- ЈЕ 
BZR E EHH EEH 的 正极 。 
4. Tl, ЛЕЖИ т IERA RH ARAPERA 
СВЕН AEDA, BH т IEE CForey ) 般 数 。 
а. ПЕВА ЛЕ aS dh Тоат 
的 0 的 那 一 部 分 ,可 以 用 下 列 方法 得 到 。 先 写 下 苍 数 全， 地 。 如 


A RA 然后 在 得 到 的 


во, 2. НОО ТА m ZI AUR + 
нас Хян SS EE, EARLY E T 
VARUEREBI EH Ek Jr e ESI Bl TER- AAE 
Km ir ай be —1, 


b. REBRE KERTH: Бет, 那 末 每 一 个 

实数 a ВУД ЖЕ ЕЈ 
etes 

.利用 8$4 h НИЈЕ b 的 定理 。 

5, 3， 证 朋 形式 dm 十 3 的 素数 的 个 数 是 然 限 的 。 

b. ЕВН бт + 5 的 素数 的 个 数 是 镍 限 的 。 

б. ЗРЕЛЕ N 而 县 在 它 的 标准 牙 解 式 里 没有 Pi Pa pr 
以外 的 素 约 数 铝 现 的 数 的 个 数 ,来 证 明 素 数 的 个 数 是 鬼 限 的 。 

7. de К 是 正 整数 。 诈 明 在 自然 数 烈 中 有 扰 数 个 连结 的 M, 
М-1, о  МК—1 不 包含 素数 。 

8， 诈 明 在 由 多 项 式 ; aox" c a42"71 + --- +a (n 70, ag, ад, =+, аң 
都 是 整数 而 且 a0 0) pA БС TET EA ES 

9, а. МЕРА ЖЕ УЖЕ 


от (Р,0)=1, |0|<1. 


TUE | i 


w= 25, #>0, у>0,=>0, (2,9,2)—1 
的 组 m. y.z ХИН. ПАГ ЕЛИ; m, у 和 z 分 别 有 形 式 22v, v — 
— v5 fip и + 95; 这 时 um 07-0, (u, 0) = 1, uo 是 偶数 。 
b， 利 用 尚 题 & вија ЕВА ЈУРЕ zt + yf RAY z, y, 没 
有 正 整数 的 解答 。 
10， 诈 明定 理 : uia" + ах"... + ап=0 m > 0, 
ay 是 整数 ) 有 有 理 根 , 则 这 根 一 定 是 整数 。 


lL& Шота; Ul. НЕМ У RER 


b. S @5- 54545 tau) 09. МЕН) 5 К, 
- п, по, REN, АЧ (Newton) THR (a +b)" 
питов, 在 而 且 只 在 ”有 形状 对 一 1 时 ， 才 都 是 音 


数 。 


п и и 

La， 应 用 欧 几 里 得 算法 求 (6188，4709)。 

b. Ж(81719, 52003, 33649, 30107), 

2, а. а= 120 дна, ЊЕНЕ R K 
(54,9). ЩЖ: a) ò, ВВ т=20, Ка 表示 成 问题 4 b 里 所 
说 的 形式 。 

b. 把 ^ 3976 RREA HERE EBRR. H 

Ж: а)дь, CREE 7 —1000, 38. а ARRE 4, b RIRES 

3. ЕНИ 0:8] 1 НОВЕ СН 4), 1 不 要 ， 而 且 它们 的 
AK REESE 8. 

4. НУР 100 ТЕЖЕ. 

5,8. ;K& 82 798 848 的 标 蕉 耸 解 式 。 

b， 求 81 057 226 635 000 的 标 维 分 解 式 。 


二 章 ”重要 的 函数 


$1. Hi Le] (2) 
a， 在 数论 里 西数 [z] 占 着 重要 的 地 位 , 它 对 所 有 的 实数 + 都 
有 定义 ,表示 不 超过 z 的 最 大 整数 。 这 画 数 就 对 做 z 的 整数 部 分 。 
例子 [7]-7; 02.61=2; [一 4.75-1= — 65 
有 时 还 会 讨论 到 阔 数 (0) ==—|[ 2], СИНИ z 的 分 数 部 外。 
例子 {7}=0; {2.6}=0.6; {—4.75} 一 0.25。 
b， 为 了 说 有 明 前 面 所 引 的 丽 数 的 用 处 ,我 们 来 证 明定 理 ; 
EER n! 里 ,素数 2P 所 具有 的 方 次 数 等 于 


n n n 
uu 

dts E e ober 号 | 个 因子 是 ?的 代数 ,这些 因 子 中 有 
[x] те tsa, ERRENTE HA | 2 | n tie 
等 每。 这些 数目 的 总 和 就 是 所 求 的 方式 数 ,这 是 因为 乘积 中 的 一 
个 因子 ， 和 如 果 是 p" 的 信 数 而 不 是 pr 的 倍数 ， 它 作为 妃 25, 
Zn …, 直 到 p" ВИНЕ БЕЯ т, 

例子 ”在 乘积 40! 里 出现 的 3 的 方 次 数 是 


40 401 [40] _ = 
о 121412] 13+4+1=18. 


$2. ХЕМ ТЕ НЕ 
а. ав PUE SE ADATDECLIE TIME T 9 (а) 说 是 
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SERI ез Bt 

1. 画 数 ga) УТАУ ERE, “都 有 定义 ， 而 且 亚 少 对 于 
一 个 这 样 的 @ EAT 

2， 对 于 任何 HERRES a, 和 а; 1 a° ,都 有 

Ө(азаз) =0(а)0(а»). 

例子 “不 难看 出 ， 画 数 (п) —a* (8 是 任意 实数 或 者 复数 ) 是 
TREM 

b. Дж 0(a) 的 所 说 的 性 质 , 特 别 地 可 以 推出 0(1)=1。 实 
Е, Е 0(a.) ЖАК, ЛЖ 0(29) —0(1«a,) =6(1)0 (а), BU 
9(1)=15 АЖ, 5 8T ФНР АВЕ: 如 果 0,(a) 和 
0,(a) MERR, BJ 00(а) = 0.(а) 0,(а) лину Ера, ЗЕ 
上 ,我 们 有 


O01)=0(1).0,(1)=1, 
ЕН. (aí, аз) = 1 时 ,我 们 有 
Oo Cara) = 01(2,a5)05 (2104) =61(а1)0 (аг )б (ал )6 (а) = 
=601(а1)0,(ал)б (а, )6;(а5) =6 (а )бо(а). 
е. ве 9(а) ЈЕНИ a = pt: pos -pir 是 а ПМ 


式 。 则 如 果 用 符号 X ac а На 展开 的 和 式 ,我 们 
aNd 
有 


A^ 


Y оса) = (1 +8р) +0001) + 908 ))- 
4а 


(1-60 рк) +6(р1) + 9 Cpe) 
(GiaclBb ИТЕР Do 
Т0, ВИО ЗА, FERH 
Т ЯРИЛАА Жи 
0 (21! 0 (p, ):-0(5,*) = Op pe pa); 
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0<8 <a, о Bas ats, UU 0< Bias , 
HR ERRA DUET РАНА -— 4, — Д „ПХ 
正好 是 在 等 式 左 边 的 各 在 (第 一 章 $ 6, e), 
d, 3 0(а) =а* 时 ,上 面 的 恒等式 变 为 
Уба e фр) 
[AY 
ВЕР" e pu). а) 


特别 当 s=1 时 , ПОЛИ а BER S (а), ТЕ 
边 , 我 们 得 到 


8 pat!-i p.t —1 pt —1 
(а) = $&—1 ^ pol р °` 
例子 


Је Есе отима SIL | В ааа, 
3 50 м, СПЕ a КИЖИ т Ca) ,我 们 得 到 
т(а) = (0; 4-1) (05 - 1): (0-1). 

例子 т(720) = (44-1)(2--1)(1--1) 280, 


$3. л ЉУТ 


а. ЗЕБ (Mobius) МИК (а) 对 于 所 有 的 正 整数 a 都 有 
定义 。 它 由 下 烈 等 式 规 定 : и(а) =0, 如 果 a НАУ CE 
R; u(a)=(—1), Jue a 不久 一 以外 的 平方 数 除 尽 ,这 时 天 表示- 
数 o 的 素 和 绝 数 的 个 数 ; 特别 地 , 当 а= 1 时 ,我 们 认为 X=0, 所 以 有 
и(1) =1 

例子 (1) =1, B(5)—-1, № (9) =0, 

и(2)=—1, (6) =1, и(10) =1, 
pB(3)2—1, ш(7) = 1, вар=-ь 


Ds 3.1 JEPE РТИ 31 


(4) =0  u(8)=0, _ в) =0. 


Жж ажи, M 

Уваж) = (1—00ра)) а (рај) (а – вв), 

а 
(s а= 1 时 ,我 们 认为 右边 等 于 1)o 

实际 上 , 画 数 K(4) 显 然 是 可 此 画 数 。 所 以 面 数 Оо) = u(a)0(a) 
ЖЕ, HFE 0, (a) 应 用 $ 2, e 的 恒等式 , АНЕ: 
0(p)= 一 0(p); 和 对 于 s>1, 6 (9) =0, 就 可 以 肯定 我 们 定理 的 
IX. 

e， 特 别 地 ,假定 б(а) = 1 我们 从 b 得 到 


PNEU па > 1, 
PER 如 果 4 一 1. 


再 假定 0(4)= 二 我们 有 


1 
> e in- s) Go) mtem 
dNa A a= 1. 
d. REKK 
8=8,, д», .+s On 
与 任意 实数 或 者 复数 了 ==/ fo о НУ. MRES SR 
示 与 等 于 1 的 6 相对 应 的 了 的 总 和 ,Ss RIEF 4@ 的 5 相对 
应 的 了 的 总 和 ,我们 就 有 
SAO 


Q AREF URRE d ERRE. 
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这 里 4 MES P ERR ое, 


实际 上 ,根据 6 我 们 有 
S'= fa У) Уш) n. 
d, САЧА | а, 


把 带 有 同一 个 d fi НЕЕ Ref НЕ (d) НЗД, ТЕ 
4535 В ЗАРЕ GE ARES EF d 的 3 ЖЕ 了 的 总 和 ， 
而 这 正好 就 是 Sac 


$4. АН 
а. већу (Euler) ВН pla) 对 于 所 有 正 整 数 a 都 有 意义 ,而 
且 表 示 数 列 
0,1, a=] (1) 
里 与 “ 瓦 素 的 数 揭 个 数 。 
例子 Ф(1)=1, 9(4)=2, 
9(2)—1, $(5)=4, 
2(3) 一 2， 9(6)=2. 


«-(:-5)0-2)--7). (9) 
或 者 
e(a)- (p —27? 07 一 0222) браве); (4) 
eoe 
9€(p*)—p"—p"-1. e(p)—p—1. (5) 
实际 上 ， 我 们 应 用 $ 3, А 的 定理 。 这 时 数 5 和 f 我 们 这 样 


C5 4.1 EE AN 3 


决定 : BE х 通过 数列 《1) 的 数 ， 对 应 于 的 每 个 值 , 我 们 引进 数 
д= (а, т) Я f = 1, 

TES 成 为 等 于 1 的 值 ó = (z, a) 的 个 数 ， 妈 成 为 (т), M 
5. ЖЕТ а И Ò= (z, a RA, OEC o fF d АЛЕ d 
E a 的 绝 数 时 寺 成 去 。 在 这 条 件 下 Sa 成 为 倍 于 4d 的 值 z 的 个 数 ， 
MEA 。 于 是 我 们 得 到 


v0)= У pe), 
а 
内 而 根据 5 3, ©, E HUS, (8), 然后 从 (3) 式 根据 (2) 式 推出 公 
式 (4)。 
МР 


ЕЕЕ 


(81) =81—27 = 54; 

9(5)=5—1=4. 
€. UR ola) Xu SRM, 
Зер E, 25 (ал, а») = 1 时 ,从 b 朋 显 地 可 以 推出 

ф(аја) = 9(a,)9 (as). 
例子 9(405)= 9(81)9(5) =54•4=218. 
d, > (d) =а. 
Ew! 
HW 了 表 定 这 个 定理 的 正确 性 ， 我 们 应 用 8 2, e 的 人 恒等式 , 它 在 
Ө(а) - (ЈЕР 
> о(4) = (1 Ten) ФСР) +: +o Cp )- 
даха 
(tron) re QD 907). 
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根据 (5) 式 ,右边 可 以 改写 成 : 
(1 "ап D Gt - n0 ++ (p 21")... 


(I+ Cp D +p -pt) + tp pe )), 
在 每 个 大 括 弥 里 消去 同类 硕 以 后 ， 它 就 等 于 рро еру еа, 
例子 “ 假 届 “一 12, 我 们 求 得 
9(1) +Ф(2) +Ф(3) +9(4) +Ф(6) +Ф(12) = 
=1+1+2+2+2+4=12. 


间 = 
la. ВЕН O < z < R НИЯ f(z) 是 连续 而 且 非 负 的 。 
证 明 , 和 式 | 
У 7/21 
9<а<Е 
表示 在 范 转 : Q< z СЕ, o< y у (о) 里 的 整 点 (有 整数 坐标 的 
点 ) 的 个 数 。 


b， 诺 PP 和 9 是 互 素 的 正 的 奇数 。 证 朋 


У [5 [9] 9 


Q P 
0<2< 5 0«y«, 


€. ix 010 T ЛЕ Hyr IB ЖЕ н 09 HE, RER 


T=1+4[r]+8 > [уво || 
осе 
d. пеп>о нит TAE 0, у>0, густ НА 
HR, REP 
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2. iW n2-0,m EXEC, тт, ИН. г 通过 不 被 大 于 1 ñm EX 
H ВОВ SB ЗЕТЕ ВО, RERA 
> [У |-ро. 
3. аян РЕКЕ ВЕ РК 
Газ]; х=1,2,.-.; СВУ]; y=1,2,.… 
共 轩 组 成 从 部 自然 数列 而 县 没有 重复 的 。 评 明 这 事实 在 和 而且 只 在 
a ЖЖЕНИЕ H. 
+1 
时 放 成 立 。 

4,а, RE т>1,1=[т], а 是 实数 而 且 21, ta s m 是 数 12 t 

的 一 个 排列 ,使 得 数 

0, (az), (az), =, {аж}, 1 
ЖАУА НИВОИ api ВОЈА РА ЖОЗЕ, ЖЕНЕВЫ 
HERR 4, b 里 的 定理 。 

b, ЖХ, Y,--, Z 都 是 不 小 于 1 的 实数 ; o, В, e, y 也 都 是 
实数 。 证 表 有 着 整数 4 和 不 同时 等 于 雳 的 整数 m, у, …,z 存在 , 满 
КН: 

Iz |«c X, ly | «Y, „42, 


(=, y, 8,8), [ax + By t --- Чи < 


ХУ... ° 
5， 设 a 是 实数 。。 是 整数 , c>0。 证 朋 
ED 
ба. ix 4, B,…, 是 实数 。 证 朋 


Сазив TREAT + +A). 


\ 


ERI. ceng 


E 


b. Rx d, b, ГЕТЕ, 4g 十 0 十 十 [=% 应 用 $ 1, b ái BH 
at 
ат 


是 整数 。 
7， 设 7 是 整数 , >0,2 是 素数 ,而且 


把 下 表示 成 形式 天 = Pun + Pm-1 Um-i 十 … 十 P141 + Po, XX Un 
是 不 超过 Oh 的 最 大 的 Us, Pas 是 不 超过 h 的 Um 的 最 大 倍数 ， 
P191 是 不 超过 一 pmrin WJ nica 的 最 大 储 数 ，2pn-sum-* 是 不 
超过 h — pom — Рт-1 Um-1 RI Um- 的 最 大 倍数 ЗЕЕ, МЕНЯ, 3 
а 是 这 样 的 数 ， 在 at 的 标准 分 解 式 里 卫 的 指数 是 &， 则 有 这 样 的 
a 在 在 , 如果 而 且 只 如 果 所 有 pa, Pu-i, Ра, То 都 小 于 D, РЕН. 
在 这 种 情形 下 , “ 是 有 下 列 形 状 的 所 有 的 数 : 
a=pmp"ti+ Pmp” + + рр" pop-- p! , О<р'<р. 

8, а. ЕН Q < 2 < R HE fr) 有 连 积 的 二 阶 导数 。 

假定 


px) (z), оба) ois, 
0 
ДЕН" (Сонин) ARO, 


R 
У goo {ее - ФФ 
д<=<8 Q 


R 
OCR) (2) +о(@) f CQ) | а(х) ]" (ха. 
Q 


O dU они ТА 


м м 7“ 


b. BERRE а MRTE KI ВСЕ H8. È |7") da 
Q 
ЯК, 2EB 
R 
У fee 0 È riy eoa (R) — 


UKER 
KOORA OLON 
R 


这 里 C 5 Rex. 
e. ARB UUEM EM -l 有 上 界 ， 划 我 们 写成 4 二 
=0(В), 
Ben 是 整数 , п> 1, МЕНИ 
In (n1) 25 In n—n4-O(1n n). 
9,2. Ета, Ө(,%)= У шр, XX р 通过 素数 。 Bi 
Zo px 
0 (2) = GC, 0) if Ht a0 IB, 
Кај) = Ө) e(v's )+• (У=)+.... 
МЕНЯ: 
a) вх Ги!) =) (2) (т) 
В) d(n)«2n; 
п је "n п LA nn eu иг 
y) a(n, stit) | e(5,5.)* nln2-4-O(1^ n), 
b. р 22,8EBH 
> Р 2 п+0(1), 
раљ 
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这 里 2 只 通过 素数 。 
c. № e 是 正 的 任意 常数 ， 诈 朋 在 自然 数 剂 里 有 揪 数 对 素数 
Pn, Dui 适合 条 件 
PC pn(1+8). 
d. it ^2, МЕН 


> PIE eo ) 


p<" 
这 里 了 通过 素数 而 且 0 与 die, 
e. Beo, EN 
II 6-5)- 6009); 
pxn 
这 里 了 通过 素数 而 且 Со 25 n ЭЕ, 
10,2. BOCA) азге, ЛЕНА 9, (0) = У 0(d) ALIE ER 
[ANC 


UC. 

b. РАНЕНИЕ WEE (a) = У 04) 

da 

реса Ca) AEST Га 

11. XP m2 0, rn(a) 表示 不 定 方程 mxs…zn = а 的 解答 
的 个 数 (zu zo，…, sm 互相 独立 地 通过 正 整数 ); 在 特别 情形 , 朋 显 
Ha ти(а)=1,та(а) =т(а), ВЕР 

а. так, 

b. du “的 标准 分 解 式 有 形式 "= pipa Ро И] 

ту(а)=>т7, 


e, ПЖ e 是 正 的 任意 常数 , 则 


lim Ta(2) =0 
Goo at у 


вв 39 
d, > To (6) 表示 正 整数 oa za +", zr 的 不 等 式 
0<а<ъ 
зао XO Sa 的 解答 个 数 。 
12. BE В(з) 表示 s 的 实数 部 分 。 


oo 


对 于 (е), В Со) У 去。 Ето, m 是 整数 。 REI 
n=1 


со" Y 70. 


n-1l 


13,8. + Е(5)2>1, ЕВН 
Cs) 1, 
п. 


这 里 了 通过 所 有 的 素数 。 
b. ЈАНА ВСИ ВВЕ Н ВЕ, ЕВ ВОИ ВСЕ 
e. L0 = Жени ЕВО ВС 
14. BE A(a)- In p HF ac p! Ж рі 1 是 正 整数 ; 
00а) = 0 对 于 其 他 的 正 整 数 4。 当 RCe)>1 ЕВ 
C). $ A) 
(77 A m" 
15. BE К(в)> 1, HEB 


Шер X5 


1 


њ=1 


这 里 通过 素数 。 
16,8. п? №33, а 证明 


io LLLI pez] 


e У моја] 


0ocd«n 
b. dM(sm)— У ва); М(х) = MG 0). ПЕМ 
Zo C aa 
a) Moa ( ји (у emis nl. 
М (у, * “(5 2) мү z) elm о. 
B) (5) ipei 1, n2>2 


е. 设 nz 1,1 是 整数 ， 1 > 1, Tn JÉ FA PET x 的 个 数 : 
0<z=<n,z 不 能 被 大 于 1 的 1 次 乘 方 数 所 除 尽 。 应 用 $3,4 ЗЕНА 


п Y ноја] 


а=1 
17,2. а Жак, 020 НК РС, s, ma 
НЕЕ. RENI 
s= У (ава, 
dNa 
这 里 S' 表示 (2) 对 于 与 4 HER z ВИЛИ, 而 Sa 
WRR f(x) 对 于 们 于 a 的 各 个 x 的 值 展开 的 总 和 。 = 
b. ШИН T РАЈЕ 
zi risp, es mise; а, 290, 6,000, 
вел же APO LC, ERE IC Ј бал, za …, m) 对 于 
这 些 粗 都 有 叭 - -确定 的 值 。 证 明 
og > ша ва, 
这 里 ОР ПЕТИНЕ ЕЮ f Сач, та, …; za) 的 总 和 ， 而 
Sa 旭 表 未 对 于 乙 的 代数 粗 展开 的 f(z zs,…, пало Ра 
划 通 过 所 有 可 能 的 正 整数 。 


по Ж 


ал 


e. а Д, O> 0, АМ EO) 对 于 “的 构 数 5 AME 


一 确定 的 秆 。 假 定 
aQ)- У rq), 
dš 
RER CAE ВИР Е RUD 
F(a)- У TOLEA! 
dNa 
d, RERA 

да, às, BE да 
-SARIBIEEAE-T- 3E FE ЗЕ CER S 3k: 

fx 1s, Ut Ја 


pu I] psa, 


НН. REB] 


这 里 P' 表示 与 等 于 1 的 8 AF269698 ER MN 


个 8 的 正 整数 。 


18. io NX ал, да(т)= 1" + 27 +: nm, р. (а) № 
数列 1,2, - „ата HR BHI m ACRES UR Pis De, уђе 是 


除 尽 a 的 所 有 素数 ， 
a， 利 用 问题 17, a 的 定理 ,证 明 


ф„(а)= Y n(d)dmo, ( °). 
À H и (2) 
b. ÄER 


фа) = 2968). 
с. ВЕН 
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ZOH EE tE p pa OLOF 


19. ix 2221, a 是 整数 ， 2770, T, 是 适合 条 件 0<z<,(z,a) =1 
№) z 的 个 数 ,而 s 是 正 的 任意 常数 。 


а. 证 朋 
r- Esel; 


b. нет 
T, — 5 e (2) +0(а“). 
e. Ë z> 1,7(z) 是 不 超过 2 的 素数 的 个 数 ,a 是 所 有 不 超过 
Vz MURCIA, ПЕРЕ 


"© -п(у=)- 1 Edi] 
20. 3 B(s)—1,a ЈЕНИ, а>0. ВЕНН 


Xu] 
这 里 左边 的 "通过 所 有 与 4。 互 素 的 正 整数 ， 而 右边 的 了 则 通过 4 
的 所 有 素 约 数 。 

21,8, k ЛЕВ 23, za i++, me 互相 独立 地 取 1,2, N 中 的 
一 个 值 。 设 Px 表示 这 样 的 上 个 数 zu ess m 互 素 的 可 能 率 , 而 
了 则 表示 当 N— co 时 的 可 能 李 。 应 用 问题 17,b 的 定理 ; НЕНА 

P-(LO)). 

b. БЕРЗЕ РАИ ЊЕ y 的 同样 意义 的 可 能 率 ,( 也 就 是 

在 问题 a 里 已 知 5 一 2) ,永明 


6 
P=: 


m м 48_ 


22, а. вето 而 且 了 是 在 范围 2° + y^ «Lr? НАМ) 
整 点 (x, У) 的 个 数 。 证 上 明 
r= ОС In r). 
b. ветра, Н.Т ДЕ 5° + y^ + 22 Cr? ОВА TEARS 
的 整 点 《2, v, 2) 的 个 数 。 证 朋 


T= Gy T009. 


23,8. HR a МУНА 1 和 平方 数 除 尽 而 且 有 1, 2, … 
таравех ;来 证 阴 $ 3, е, 
设 4 是 整数 , a>1, 而 4 则 通过 4 的 有 不 多 于 m 个 素 约 数 的 
Ac; ПЕНН m Heic, 2 и(4)>20 if 34 m Xe dC НН У (d) 0. 
e. 4:33, @ 的 定理 里 的 条 件 下 , 认为 所 有 f 者 是 非 负 的 , 而 
На 只 通过 有 不 多 于 m 个 素 灼 数 的 数 ,来 诈 朋 | 


r< > p(d)Sa, 人 之 > p(d)8a 

SLE т UB GE Sr am E | . 

d. ДЕННИ 17, а 的 条 件 下 ， 认为 1(z) 的 所 有 的 值 都 是 非 负 
的 ， 来 证 朋 与 出 题 6 里 相同 的 不 等 式 。 再 在 问题 07, b 的 条 件 下 ， 
认为 ал, Zo, °°, ал) 的 所 有 的 值 都 是 非 负 的 ,来 证 明 它 。 

24. пе 是 任意 常数 , 0<s< 语 ，N>>2 r =m N, 0 << 
«1-6, oct cq, (3, D =1, CN, а, ЈА ЖЕ РСА, p qt -l 
(ЛЕНОН kk p BJ" k. ЕВН 


тог, 4,0) =0(А); m 


D TARRE, re hori, ira ЛУ eh Tf НЛА 
Е ЧЕ ПАРЕЊА РАЈ Ek y БАНАНА Зе TE 


44 ЕСА | az 
FELIS a ERRI BEIRTE E o ERA AO ER a 和 
m —2 [2 In r4 1R 23, d 的 定理 (在 问题 17, а 的 条 件 下 )。 

25. RE k АВИ, ВО, a 的 标准 从 解 式 有 形式 a = npe Prs 
на 在 条 件 0< 4 су a Пе a РОКИ REM 


Уч) =0. 
а 


26. iE k ERR b 0,0 ВЕРЕН d>, Фа) = № 


Жо НЕВЕ 
У «2o. 
а 


27. 利用 关于 (а) HIRA ВИЗЕУ. 

28, a、 从 确定 数列 1, 2, --, a 中 与 a 有 同一 个 最 大 公约 数 5 
的 数 的 个 数 等 于 «(5 3! FAEN Š 4 d 的 定理 。 

b， 引 出 关于 (а) 的 表示 式 ， 

а) 利用 问题 10,b 的 定理 。 

B) 利用 问题 17,e 的 定理 。 

29. RE R(s)>2 ЕВ 


TORCY 
* mn О 


nci 


30. 2х n AEG, п>2, МЕНЯ 


> 9 (m) = Зла +О(п шп). 
т=1 
п 算 B 
1 a， 求 出 现在 59581 ПЕНИ 6 ПУЖ СВИ 


UEM m 45 


XH 5), 
b. Ж 1251 的 标准 分 解 式 。 
2, а. Ж т(5600) 和 SC5600)。 
Ж т(116424) 和 SC116424), 
н р (ау) а= 1, 2, 7,100 ИУ о 
Ж а) ф(5040), В) @(1 294 700), 
Ева (а) SF а=1, 2,…, 50 ИИС. ЕМ 
用 34 的 会 式 (5) 和 $4,6 的 定理 。 


я 


лье 


== ARÉ 


$1. 基本 概念 


2&， 我 们 要 在 整数 与 它们 秩 一 个 已 知 的 正 整数 т 除 的 余数 的 
关系 中 来 计 论 它 个 。 和 时 做 模 。 

与 每 个 整数 对 应 的 是 它 被 m 除 时 所 得 到 的 一 个 确定 的 余数 
(第 一 章 81,6);， 如 果 与 两 个 整数 a $! b 对 应 的 是 同一 个 余数 7 
WERE TEn iA. 

b， 对 于 模 % 同 余 的 数 a 和 5 写成 

a=b (mod m), 

WI ВНЖ. 对 于 模 m, a 与 5 iR. 

6， 数 a 和 5 对 于 模 的 同 余 性 ,等 价 于 : 

1. ав а = + та, 这 里 + 是 整数 。 

2. 4 一 b 3k m RR, 

实际 上 ,从 а==б(тод m) 推 出 . 

a=mq +r, bemg +r; Orem, 
hE a—b-m(q—q), a—b-- mt, “=4—4,. 
反之 ， 从 2 一 "十 和 b ЗЕ 
| b—mg,rr, Окстест, 

就 推出 а = та т, 9 =, 
也 就 是 azzb( mod m). 
MUE 1 ЕН. 

从 Yi Efe ЊИХ а 2, 


[$ 2.1 同 余 式 与 等 式 相似 的 性 质 4T 


$2. 同 余 式 与 等 式 相 仪 的 性 质 
a. БЕНИН, 
从 $1,a 推出。 
b. Марр, 
Scb. E ве 
аде=ђ (той m), a,==b,(mod m), ... 
BK 1,6, 1) 


41 04-4 ml, as — bs +, =, ay m by ті, (2) 


, dmmbyj(mod m), (1) 


由 此 
аза T аб: E b. E + mS +t,+ +++), 
WACS 1,6, 1) 
aitat: + amb, + 0S + + +бу(тод т). 

在 同 余 式 某 一 边 的 被 加 数 可 以 移 到 另 一 边 ， 只 要 改变 它 的 符 

实际 上 ， 把 4 十 b==c (mod m) 加 到 — 6==— (той т) Е, 
到 a==c— b(mod m), 

在 同 余 式 的 每 一 边 都 可 以 加 上 (或 者 碱 去 ) 模 的 任意 傍 数 。 

实际 上 ， #8as=b(mod m) 加 到 mk==0(mod m) 上 ， 就 得 到 
a+mk==b(mod m), 

е. Шаа ИНЕ, 

实际 上 ,再 来 讨论 同 余 式 (1) 和 从 它们 得 到 的 等 式 (2)。 把 (2) 
Ev SIE PE SES 

ада tar ==6102 D, m У, 
这 里 站 是 整数 。 因 此 (8 1,6 1) 
04047 Gt mb, b. b. (mod ту, 


同 余 式 十 边 可 以 作 同 一 个 次 数 的 自 乘 。 
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这 从 前 面 的 所 音准 出 。 

о WI PERS м9 

实际 上 , lil ko; mb (mod т) 与 显然 的 同 余 式 ee (той m) 
相 乘 ,就 得 到 ak=bk (mod m), 

d. PE b 和 e( 同 余 式 的 加 法 和 乘法 ) 可 以 推广 成 下 面 的 定 
理 。 

ARTETA R EN EC PURO S= Х Да, атс 中 ， 
НЫ MM 
Vy c Ur AI Š RETI ВЕЛЕ TEE ИР 
实际 上 ,从 


Ад, АЫ) «= Ва, ...) a, (mod m), 


xiy (mod m), =, хрв (mod m), 
我 们 根据 e 得 出 


a ~ а а А 
д." =y," (mod m),-., а “=y, (mod т), 


ak ay ak 
Ад, eens ap 7. Us = Bat, а У, Uy (mod m), 


于 是 在 加 起 来 以 后 ,我 们 得 到 
> Aa,» at. a xt uem > Вел, es, ap y, y" (mod m). 
du 
qzxb(mod m), a4 2b, (mod m), ++, agb, (mod ту, 
zex,(mod ту, 
ET 
ag! ара аба" 6, xt 71-4... E b,( mod m), 
这 命题 是 上 述 定理 的 特别 情形 。 
e，、 同 祭 式 坪 汉 可 以 秆 它们 的 公约 数 除 ,如 果 这 公 狗 数 与 模 互 


全 人 ~ 人 人 人 人 人 ~ 个 ~ 个 个 改作 下 个 一 个 Ar 


$3. ЗЕНА 49 


实际 了 上 ， 从 aeo (mod m), а =а18, b — bd, ТЕМЕ а — b ^E 
ЗР (ај — 614 HERR m URS (а т) =1, ЕЈ а1— b, HERE m 除 
尽 ( 第 一 章 $ 2, 0,2), 也 就 是 说 a 0. (mod m), 


$3. 同 余 式 进一步 的 性 质 
a，、 同 余 式 雨 边 和 模 可 以 乘 上 同一 个 整数 。 
实际 上 , 从 a=b (mod m) 推 出 
а ==ђ +т8, ak = bk + та, 

因此 ak=bk (mod mk), . 

b. Bes ioco и 

实际 上 , 设 
a=b(mod m), а=а1@, 6=6-18, m=mid. 
RWA l 

a=b4+mi, аза =b;d4m di, a= bit mt, 
РАЈЕ a=b (mod ту), 
. 6， 如果 同 余 式 = 对 于 几 个 模 都 成 立 ， 那 未 它 对 于 与 这 些 

HURTS EBORE Ro 

实际 上 ,从 amb mod mi), a=b (mod то), ---, ab (mod ть), 
ПЕЊЕ а— 6 能 被 所 有 的 模 Mi, Ma, cn, ERA, ме 也 应 该 
被 这 些 模 的 最 小 公信 数 m 除 尽 (第 一 章 , $ 3,6)， 也 就 是 说 , a=b 
(mod m), 

d. да m «ur, КЕРУ m MERE 
相等 的 模 也 成 立 。 

实际 上 ,从 agb (mod m) 推 出 差 数 4 一 6 ВЕЗЕ m ERR , 所 以 它 
Al, E SACRE т ТЕЖ C EROS CS — 3€ $ 1, b, D, 也 就 是 说 ， 
azzb(mod d), 

e， 如 果 同 余 式 的 一 边 和 模 能 袖 某 个 数 除 尽 , 则 这 同 余 式 的 另 


50 м 9) 


ERE, A a==b(mod т ДЕН a = b +mt, dg а 和 т 都 是 4 
的 倍数 , 草 b 也 应 该 是 4 的 倍数 (第 一 章 $1,b,2)。 

T. РЖ as=b(mod m), ДУЖ (а, m) = (b, т), 

实际 上 ， 根 据 第 一 章 $ 2,b, 2, 3x SEX E ИМ a= b +mt Е 
出 。 


4. 完全 剩余 组 

а, 对 于 模 % 同 余 的 数 粗 成 由 模 汉 决定 的 数 类 。 

从 这 个 定义 知道 ， 与 同一 个 类 的 所 有 数 对 应 的 是 同一 个 余数 
7, 而 且 只 要 在 式 子 mq +? 里 让 а 通过 所 有 的 整数 ， 我 们 就 得 到 这 
个 类 里 的 所 有 数 。 

对 应 于 7 的 r 个 不 同 的 值 ,我 们 及 个 由 模 m де уво 

b， 一 个 类 的 任意 数 ,对 于 同一 个 类 的 所 有 数 而 车， 都 叫做 模 
тр. а = 0 了 时， 我 们 得 到 的 剩余 正好 等 于 余数 7, НИЕ 
负 的 景 小 剩余 。 

按 想 对 值 说 最 小 的 剩余 p 叫做 缀 对 的 最 小 剩余 。 


BIER, Чт, BF, ВИ р=т; um №, 我 倍 有 p= 
=r—m; 最 后 ,如 果 m ИТН т, ШР аА р Я 


一 2 两 个 数 中 的 任意 一 个 。 
从 每 个 类 取 一 个 利 IRo RPA m т EANA 最 
常 取 作 完 全 剩余 租 的 是 全 部 非 负 的 最 小 剩余 0,1,…,m 一 1 或 者 


至 部 息 对 的 最 小 剩余 。 从 上 面 所 说 过 的 推出 ， 移 对 的 最 小 剩余 当 
т Rep TC Medical 
m —1 т—1 


73 275 710,1, 2 3 


[8 5.] BARAR 4538 51 


Tfi] 3 m EB H Ae F BERI A ROI ETAT: 


M m 


9 +1, ttt — 1, 0, 1, "tts >° 
m m 
2? , 1,0,1, "3 — 1. 


e, т RS МАЈИ АНЕ mA ВХА НИЈЕ 30) 
8. 

实际 上 , H-T AS IBI PER, 这 些 数 属 于 不 同 的 类 , 而 因 它 们 
的 个 数 灾 正好 是 类 的 个 数 ,斯 蕊 在 每 个 类 里 正好 有 一 个 数 。 

d. лика, т) —1. BH z 通过 模 迄 的 完全 剩余 粗 ， 旭 ax cb 
O BERRIO IHE m 0952232638, 

实际 上 ,ax 十 b ВИЖУ z ЖЕ), Пт. МА, 根据 e, 只 
要 永明 与 不 同 余 的 z, 和 zç 对 应 的 az, 4- b 和 az, +b 对 于 模 т 也 
不 同 余 就 成 了 。 

但是 假设 ал + б ах, + b(mod m), 我 们 就 能 引出 同 余 式 
cms=azstmod т), 于 是 由 于 (4;m) 一 1, 我 们 就 将 有 заа Стой m), 
这 与 数 on 和 zs 的 不 同 余 性 的 假设 矛盾 。 


$5. БЕН НИЈЕ 

a 依照 $3,1, 模 mr 的 同一 个 类 里 的 数 与 模 有 同一 个 最 大公 
锡 数 。 特 别 重要 的 是 这 个 公 钩 数 等 于 一 的 类 ， 即 包含 着 与 模 互 素 
的 数 的 类 。 

从 每 个 这 样 的 类 取 一 个 剩余 ,我 们 得 到 与 模 m 互 素 的 剩余 租 。 
因此 ， 可 以 到 完备 剩余 租 里 与 模 互 素 的 数 来 租 成 与 模 互 尝 的 剩余 
租 。 涌 常 与 模 互 素 的 剩余 插 从 非 负 的 最 小 剩余 租 0.1, m— 1 
abito Мет АНН, 5m НИ e(m)A- ВЕРЬ. 
素 的 剩余 组 里 数 的 个 数 ， 即 包含 与 模 互 素 的 数 的 类 的 个 数 ， 是 


52 BRA |... 8E &] 


ф(т). 

例子 А 42 五 素 的 剩余 钥 是 

1, 5, 11, 18, 17, 19, 23, 25, 29, 31, 37, 41. 

b. 3 FH m НАЈ ИЕ Ст) ИЗМ, MU 
— Hm ERRERA 

实际 -上 АРИФ M-SR H HEUS e CER ATRA 
ат НОЖА K , I P 29 E PISA TC mw(m) 正 好 是 这 种 样子 
的 类 的 个 数 ,所 以 在 每 个 类 里 正好 有 一 个 数 。 

c. (а, т) — 1 ПН. z 通过 与 模 m 互 素 的 剩余 组 , 则 oz 也 

实际 上 , az 的 个 数 与 x 一样 ， 即 有 9(m) 个 。 因 此 根据 b, 只 
要 许 明 所 有 的 az 3 РН m РН С а НАБ НЯ т. 
但 是 第 一 部 分 在 $84, d PERTEN EH cz 十 5 证 明 过 了 ， 而 
ВОЉА (а, m) =1, (z, т) =1 ВЕН. 


$ 6. 欧 拉 定理 和 弗 尔 马 定 理 
а. 3 m>1 (ат) — 1 时 ,我 们 有 ( 欧 朱 定理 ) 
а? 092-1 (mod m). 

KERE, AR e 通过 从 非 负 的 最 小 剩余 得 来 的 与 模 互 素 的 剩 

余 租 
Z=fi,fo, ето) с=ф(т), 

则 az 的 非 负 的 最 小 剩余 租 pi, ps, …, pe 也 是 这 样 的 组 ， 只 是 一 般 
REKET EIR T ($ 5, 6)。 

把 则 余 式 | 

arp, (тоа m), ar,==p,(mod т), ---, ат zzp.(mod m) 
RHR, RPS 


QT 172 ttep Pe" p (mod m), 


rj 题 58 


于 是 从 走边 鹊 掉 梁 积 тата То == Pipe pc, 就 得 出 
а=] (тоа т). 
b. РН ЕРКЕ ВИНС ЗА S Fermat] 
定理 ) 


ar-1=] (mod р). (1) 
这 定理 是 定理 a 当 т = р БИНЕВ. КЕ И Vua РАН 
ЖА. Е SE ЈЕ IR CD RE | а, 我 们 得 到 同 余 式 
ap==a(mod p), 
它 对 于 所 有 的 整数 a ЖЕ 8 82971 а 是 2 的 倍数 时 它 也 成 立 。 


m m 
1, a， 把 整数 写成 通常 的 十 进位 数 ， 找 出 能 久 З, 9, 11 除 尽 的 
数 的 标志 。 
b， 把 整数 写成 100 进位 的 数 ， 找 出 能 被 101 除 尽 的 数 的 祭 


uu 
голо 


6， 把 整数 号 成 1000 YERA Z, TRUTHE 37, 7, 11, 13 除 尽 的 
数 的 标志 。 | 

2, а. iE то, (а, т) =1, b ЖЖ, 2206 AF238548 m 的 
ЕЯ HERI URL, ИЕН 


о У) асо 
в Y [4] Тот), 
t 


b. Што, (а, m)=1; b, МЕЖ, 00, 了 (x)= 
stb, f(N)»0, f(N m0, EYF PLC f£ 2=М, == 


= N мы, у 0, y = f (z=)2 BTE АН 
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S-Y š, а) 


这 里 8 是 梯形 的 面积 ,面具 右边 的 和 式 对 梯形 的 所 有 整 点 展开 : 对 
于 内 点 8=1， 对 于 顶点 = 4 ， 而 对 于 其 他 的 边 点 9. 
ce， 对 于 顶点 是 整 点 的 三 角形 , 5RR b 不 同 的 是 : 对 于 
顶点 Š= 3 ， 证 明 公式 (1) 依 然 成 立 。 
3,2. iib m0, (а, т) =1, 20, "是 实数 ， 


go S perde) 
Perm 
这 里 对 于 所 讨论 的 z КАИ, (0) 的 值 有 条 件 eh (o) «ers ñE 
Hj 


| 1 1 
S —.- h+- 
| т < +1. 


b. 设 M 是 整数 ， m0, (a, m) =], A а! B 都 是 实数 ， 
M+m-1 
A=2 4+; 8= > (Az +В). 
а= М 


ám =m e 


€, š H 是 整数 ， m0, (a, т) =1, 
M-+m—1 


s= У (G), 


z=M 


这 里 而 数 f(*) 在 间隔 Меги +m—1 里 有 过 和 粹 的 导数 (x) 和 
F" C), AA Rtt 
an= + 0; onm Ina, eroe, 


这 里 n 
1<m<, т=А“, 4722, Кра. 


тон bb 


AE |s- Em «cH. 


4. ЕЖЕ A УБИО НОВИ КЕ, IDEAS В ВОН 
JUS. ВЕ M 是 整数 , mm 是 整数 , по, B ЛЕЗ ЛЕТ 
М-т—1 
> {4x4 В} = ym +O(In м). 
к= М 
5,8. iE 429, 771, MHRA f (z) НИ ЧЕН 
积 的 二 阶 导 数 ,适合 条 件 


aro 


k 
“а 


REW  uc»-i0-0-95 |9]-<1, 
Q4s«R 
A— (21 (R— Q)ln A4-884)475, 
b. 200<0<1, 8 和 五 都 是 整数 、 在 问题 a 的 条 件 下 , 证 明 
Ч z=Q+1, >, ВЕРНА ЖЕ 0< (Ј(2)) Со Са) АУ 
数 帆 (0) 可 以 用 下 列 公 式 来 洗 示 
((а)=о(#— 0) +0.24; |0'|<1. 
6,2. ВЕТ ЛЕТ [S] o? + узете (0722) B yg (=, ydg Ek, 


T =77+0( EM r). 
b， 设 ”是 整数 , поо, E ТЕО МЕРА 
T(1) +7(2) + +т(п) en(1n 2-2 — 1) +0( as n»). 


n 


—nu 1. NE 
Ф важи вену (> 1 In n) mx. 
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7. n AES, ЛЖ 2 МАНЕ ЛО, Ж. 
Ж, ПОБ РАМЕНУ s, 47 27 XEM Becak h Bb hk, 
这 个 组 就 叫做 规则 的 ; 而 和 如果 对 于 某 一 个 s, 这 样 的 数 的 个 数 是 奇 
数 , 旭 这 个 粗 就 由 做 不 规则 的 。 

起 明 ,不 规则 的 组 能 从 适当 好 减少 ,或 考 完 全 取消 其 中 的 革 一 
个 数 而 变 成 规则 的 ; 而 规划 的 租 在 减少 ,或 者 完全 取消 其 中 的 任意 
一 个 数 忆 后 ,就 变 成 不 规 旭 的 。 f 

8,8. KERR, 4 zw ca, … а, zo HABIDO — 1, 0, 1 В, 

Зиду t 3 lEn + + 3241 + #06 
RRMA У X 


р . 3:11 
—H,-.,—1,0,1,, Hj Н = s= р 


并 且 每 个 数 都 只 有 了 唯一 的 类 示 法 。 
b. RE m, тз, ту ERR НЕЕ, У S 4, 6, AER 
Ж mima ma 的 完全 剩余 组 可 以 用 下 面 的 式 子 表示 : 
zi тах. тата +. mamas my, 
这 里 па, а, ce тв 分别 通 过 模 mm1, т, Uns Mk 的 完全 剩余 组 。 
9. EX та, ть, ty ть ИЕ В. 
ais my == m, Му = ms Мо ==... = mM. 
a. 815 4, е, 证明 模 пута mi 的 完全 剩余 粗 可 以 用 下 面 
BATER: 
M24 + Муз M + Myzy, 
这 里 га, ть, oe, wr 通过 模 та, то, es, ть 的 完 双 剩余 如。 
b. №35, b 和 第 二 章 $4, ©, 证明 与 模 пат my 互 素 的 剩 
余 姐 可 以 用 下 面 的 式 子 表示 
Mimi + Mus + My, 
这 里 ri, ло, …, zz 通过 与 模 та, та, …, ту 互 素 的 剩余 粗 。 


во ы 


6e， 不 用 第 二 章 $4.6 的 第 -个 定理 ， aEBIBDS b Ир, Jp 
时 前 一 个 定理 就 是 后 一 个 定理 的 推论 了 . 

d， 用 初等 的 方法 求 8(22) 的 表示 式 。 再 利用 第 二 章 吕 由 的 
等 式 ,引出 关于 p(a) 的 已 知 表示 式 来 

10. ÉE nu, то, mr НАНЕТИ НААУ 1, m = mams ms, 
MM, =m 

a. "" eva 2 A ES ба, En, € РУЗ SEDE, ms 
ть, m Wc AURA 素 的 剩余 组 。 证 明 分 数 


(5. tue ca 


та 


sadi pesa + еа трн as. 


{т} то 
. ВТ О ЛЕ m, 2 МЕ ОНА ЖИТА 
数 : 
fin 50) = > а bk. 


РЕК: 
ERA x, o, ws FU Én о 3391383588 m. 的 完全 剩余 组 和 与 
AREPA, M r, wA E, o ВИРУ ЕВЕ m 0952 238] 
LIE UE EL 


fe, 790) = J oas аз" °. wi Са, у = ce T 


a, 7,8 
vas (7 @ s У 
in [56s а) Med fiu сз, 20 y sí Kis 2) Hg 


(这 是 问题 a 的 定理 的 推广 )。 
11,8. Em EXEC, тро, а 是 整数 , ”通过 模 名 的 完 允 剩余 
Ho RER 


дея (2 ил) +... + fiCen “о 


ту 


DEE [e E 


y 2.08 [^ Jus a Вт BJ 48 Pk, 
e т — 
(0, 其 他 情形 。 
b， 设 a 是 实数 ,及 是 整数 ,了 是 整数 ,PP>>0。 符 号 (qa) 表示 a 
5 Bg а 最 近 的 整数 的 差 数 (a 到 最 近 的 整数 的 此 离 )。 证 明 
UN a 2, 所 有 情形 
| , miax | in P d . 5 1 z 
| > е < min T; >. м (a) 
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e, Жи ЈЕНЕ, m>1, BOR MCa) Ра) у Ра =1,2, = 
r 一 1 有 整数 值 而 且 有 条 件 Pl(a)>0。 证 明 
mìn m— 3 б), 


m—1 M(a)+ P(a)—1 . 
| Олф— 2 | m 
m in m=z? NM m12 时 ， 


TEC 


a-1 
т о т—т, Ш m 之 60 时 。 


12, a。 设 mx 是 整数 ,m>>0, £ 通过 与 m H 309382: $. REB] 
94 # 


и(т)= > e m 
š 
b. 利用 问题 a 的 定理 ,证 朋 第 二 章 33,6 的 第 一 个 定理 。( 参 
看 第 二 章 间 题 28, a 的 解 ) 
e. 利用 第 二 章 间 题 17, a 的 定理 ,引出 问题 a 的 定理 。 


d, g 


Га, trt ш) = > Case» g^. ep? 


а, 6 


是 了 个 变数 m + ит > ПМЖ, a 是 整数 ，m 
是 整数 , m>0 2,5, t ЖЕ, о ИЗА т И s SLIDE 


与 模 互 素 的 剩余 粗 。 引进 记 号 
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НАСА "m N af, sm 


Dri да. = 
у) е т s Зуи x à: 
w 


FREE т= ту-ту, т, с, My "EM ЖКУ 1, ШВ m= 
=7 Мо 证 阴 


Ват 一 


«М 


y y 
Ва ту“ . аут = У мт, +... у Мурат 


S: 


, aS 
ат. ° ата = мазь + мыть 


e. Ф 9 的 记号 下 ,假定 
A(m) —m-* > бат, A' (m) =m" > 8 аут 


这 里 a ВЫ т НИЈЕ 3. EBH 
A(mj)- A(my) = A(m), A'(m) А(тр)=А (ту. 
13,8. НЕ 


ХН pr a 的 素 约 数 。 
b. ABS a 的 恒等式 推出 pC4) 的 已 知 表 示 式 。 
14. НЕ 


r(a)=lim 28 > l > f tð, 
0<2<у a #=1 
这 里 5= 0 或 者 8$=1 就 看 4 是 不 是 平方 数 而 定 。 
15, a， 设 ?了 是 素数 而 县 加 ,hs,…, ha 都 是 整数 。 证 阴 
(hithe + А) =? 4-5 +- ЕВ (mod p), 
b， 从 问题 a 的 定理 引出 弗 尔 马 定 理 。 
e. JA RS esp] akhu Ен, 


an la] RA o 0898) 


计 算 题 
La. (12371 +34) 入 111 除 所 得 的 余数 。 
b. 2193. 2 能 被 1093? [ER Ge 
2, a， 应 用 得 题 1 的 可 除 性 标志 , 求 244 943 325 的 标准 分 解 
式 。 
b、 求 282 321 246 671 737 的 标准 分 解 式 。 


第 四 章 ”一 个 未 知 数 的 同 余 式 


$1. 基本 概念 


我 们 现在 的 任务 是 研究 下 刘 形 状 的 间 余 式 : 
f(2)ex0(mod m); f(x) = аа" пуа". ал. (1) 

如果 a Aem [s Ru п прва Ato c 

Bike LB HD ОМА ФУ EAT = З, dio 的 同一- 些 
佳 所 适合 的 两 个 同 余 式 叫做 等 价 的 。 

ЕЈ AX CL) dI e. 所 适合 ,草根 据 第 三 章 $ 2, d, 间 
一 个 同 余 式 也 被 对 于 模 m 与 +1 周 余 的 所 有 数 m (mod m) 所 适 
合 。 整 个 这 个 数 类 被 认为 是 一 个 解 签 。 在 这 种 约定 下 , 同 余 式 (1) 
有 几 个 解答 ， 就 看 在 完全 剩余 想 里 适合 它 的 剩余 有 几 个 。 

PERO MRR 

15 + а + 1==0(mod 7) 
被 模 7 的 完全 剩余 组 0, 1, 2, 3,4, 5,6 ТЈ Ка = 2 480 z= 4 所 
适合 。 所 以 这 个 周 余 式 有 十 个 解答 : 
zzx9(mod 7), z==4(mod 7). 


$2. 一 次 同 余 式 
8， 一 次 同 余 式 在 把 自由 项 移 到 左边 ( 取 相 反 的 正 负 号 ) 尺 后 ， 
可 以 化 成 
azsb( mod т). (1) 
b， 在 进行 研究 解答 个 数 的 问题 时 ， 我 们 先 用 条 件 (а, m) =1 
ЗЕНА, ВИ S 1,861 ЛОТА, ЛЕХ 
剩余 组 里 有 几 个 剩余 适合 它 。 但 是 当 z* 38 Еп SE e RIS EL 
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时 , az 也 通过 完 他 剩余 组 (第 三 章 $ 出 d)。 因 此 , 特别 地 ,对 于 > 
从 完全 剩余 钥 取 得 的 一 个 而 且 员 一 个 值 ， az ББ. Az Ч 
(а, т) = 工时 , 同 余 式 (1) 有 一 个 解 。 
e, НЕ (а, m) —do1. ЖАКО НИЕ, 必须 
git d VR CERTE S 3,6). 否则 就 没有 任何 整数 x 能 使 同 余 式 (1) 
Aor. Bn b XE d 的 信 数 , 我们 让 4=aid,b=bid,m=mid。 于 是 
同 余 式 (1) RETIE d. 以 后 的 同 余 式 aam. (mod mi), 在 其 
中 已 经 有 (aa mi) = 1, NEART m 的 一 个 解答 。 设 是 
这 个 解答 对 于 模 та 的 非 灸 的 最 小 剩余 , 那 末 各 成 这 个 解答 的 所 有 
数 zx 可 以 在 下 刘 式 子 里 求 得 
aea (mod mi). (2) 
хит, НН ИН A ИЕН A 26,97 
ВЕНУ ЛУДА Д m RIT HR 0, 1,2, …, m— 1 里 找到 的 (2) 式 
里 数 的 个 数 相 同 。 而 在 那里 面 的 有 下 面 儿 个 (2) 式 里 的 数 ; 
23, 24 ту, 24 + 2m, +, 2 ++ (d — 1)m,, - 
即 一 共有 4 Са) и а LASS 
d. ЕРЕЕН, vf ЈАЈА F АЕ g: 
e. 现在 来 探求 间 余 式 (1) 的 解答 。 我 们 只 想 指 出 基于 连 修 式 
理论 的 一 种 方法 ,并 且 只 要 限于 (4, т) =1 的 情形 就 够 了 。 
ји m:a ОТА, 
= 二 十 
qz 十 -一 
3 
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[$ 2.) -次 同 余 式 
来 讨论 丙 个 痢 接 的 近似 邹 数 : 
Pe. Pa m 
Qui , Qu а > 


按照 连 分 式 的 性 质 ( 第 一 章 $ 4, e), 我 们 有 
mQ,-1— Pn- = (— 1)", 
а P, La —1)"-1(mod m), 


as ( — 1)"-1P, ,62xb(mod ту, 


所 以 我 们 的 同 余 式 有 解答 
z==( — 1)'-1P , .,b (mod m), 
КНТ, ПЕНН s S 4, qd 里 所 说 的 方法 来 计算 
Pn-1o 
例子 RARR 


1112275(mod 321). (3) 


这 里 (111 321) =3, ЕН. 75 Æ 3 的 倍数 。 所 以 这 辐 余 式 有 三 个 解 


T 
Я 3 去 除 同 余 式 两 边 和 模 , 我 们 得 到 同 余 式 
37 z==25(mod 107), (4) 
这 是 我 们 应 该 先 解 的 ,我 们 有 
10787 
1742 
37/83 
88 
88 4 
828 
4|1 
414 
[| а] 
р, | 1 [2 | 3 | 26 |107 


这 说 明 在 已 知情 形 里 ,m= 4 Р,-1==26, 6 — 25, 所 以 同 余 式 (4) 
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的 解答 是 
r= — 96 952209 (mod 107). 
ENE, BIRAO E: 
2209; 99 4-107; 93 + 2* 107 (mod 321), 
电 就 是 2::::99; 206; 313( mod 321). 


$3. 一 次 同 余 式 组 
а. ЗА ау аве Jia] Nan: 
z==b,(mod m), X= mod то), =, Rb (mod my), — (1) 
它 个 有 一 个 未 知 数 ИРАН T8] REI RE LER RUE, 
b. КНС), 也 就 是 找 负 所 有 适合 它们 的 ”, 可 以 应 用 
下 而 的 定理 : 
ER M, 2 NERIS A REIN: 
Mimo my =M ma, M, M i==1(mod т,), 
mna 
ro= ММ! bı МОМ bb, e + ММ, 
Wiki CH COR = рН IR eo Н: 
r= mod nə: my). | (2) 
实际 上, 田 于 所 有 的 M; (除去 M. ABB та 除 尽 , 对 于 任意 
[5 51,2, k, 我 们 有 
qom M M ib Eb, (той ms), 
RE, а =>, Еби) Го Hbi EHE RICO 88 
xero( mod mi), ceo (mod то), ++, ===) mod ть) (3) 
Ar CUL LAE RAO RR CI z 的 同一 些 值 所 适合 )。 而 根据 第 三 
3€ $3, € ЖИВЕ $ 3, 4 的 定理 , 租 C3) 彼 证 上 且 只 被 适合 同 余 式 (2) 
ЊЕ oc ЈЕ To 
©. AUR bi, ба, ns br НЕЕ Я жал, Mo, n, ma ВЕ 
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Я, B] zo 通过 模 nome om ПЕ, 
实际 上 , zo 所 通过 的 mim, me 个 值 , 根 据 第 三 章 $ Ld, 对 于 
模 mmy my 是 不 同 余 的 。 
d, 例子 HRAM 
2==-, (mod 4), х==ђ,(таод 5), z==bs(mod 7). 
这 里 4.5.7 =4•35 = 5«28 =7 +20, Н. 
35 • 3=1 (mod 4), 28*22x1(mod 5), 20• 6==1 (таод 7). 


所 以 
20 =35.36, 4-28*2 54 -20*6 55 = 105 61 4- 56 6. +120 bs, 
因此 适合 已 知 粗 的 z 的 至 部 值 可 以 表示 成 
22105 b1 +56 2; + 120 b,( mod 140). 
例如 适合 组 
a1 (mod 4), z==3(mod 5), г==2(тод 7) 
的 z НИ Је 
2==105• 1 + 56 3 + 120* 2293(mod 140). 
而 适合 租 f 
z==3(mod 4), z==2(mod 5), х==6(тпод 7) 
的 z 的 全部 值 是 
л==105 •3 + 56 + 2 + 120 • 6==27 (тоа 140). 


54. 素数 横 的 任意 次 同 余 式 
a， 设 了 是 素数 ,我 们 来 证 肯 关于 下 面 形 式 的 闻 余 式 的 普 汤 害 


f(r)e0(mod р); f(z)-az"--a,2"-1-4-.-.--a& (1) 
b， 同 余 式 (1 与 一 个 次 数 不 高 于 p 一 1 的 同 余 式 等 价 。 = 
实际 上 ,用 mm 一 > RR IORA = 
Ка) = («1— 2)9(2) + Ест), 
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这 里 R) 的 次 数 不 高 于 一 1。 而 因为 zr—z==0(mod p), 所 以 
f(az2)==R(z)(mod p), 于 是 就 推出 所 说 的 定理 。 
ce， 如 果 同 余 式 (了 有 多 于 "个 的 解 签 , 则 f(z) 的 所 有 系数 者 
是 ?的 倍数 。 
实际 上 ， 设 同 余 式 (1) 至 少 有 7% 十 1 个 解答 。 用 zi, ze， n 
Tni 来 表示 这 些 解答 的 剩余 ,我 们 可 以 把 1(z) 表示 成 
Ка) = a(x — z1) (r — 29): (ата) (2 — m1) (2 — En) + 
+005 21) (8 — Xo) (0 ха) (а-а) + 
+с (x zy) (2—0): (2-2-5) + 


+k(z— zi)(z— z+) + 
+I (к—=1) 
+m. (2) 
为 了 这 个 目的 , ОН ЖОЗЕ ОВИ, 这 
样 来 取 6, 使 得 多 项 式 前 两 项 中 e 的 系数 的 和 等 于 ai; АВИ T b, 
”这 样 来 取 。 使 得 多 项 式 前 三 项 中 z"-2 的 系数 的 和 等 于 аз; 等 等 。 
EAKR = 21, ta, e, Goy а, 可 以 肯定 所 有 т, 1, 
k, po b,a ЖЕЉЕ РКИ SRNA а, а1, ---, ап (4Е РИМЕ 
数 之 和 ) 也 都 是 2 的 倍数 。 
d， 对 于 素数 p, 下 面 的 同 余 式 成 立 ( 威 尔 渤 [Wilson]] XE PR): 
1,2: (p— 1) + 1==0(mod p). (3) 
实际 上 ， 当 р=2 时, 定理 是 显然 的 。 而 如 果 p>2, 则 我 们 来 
看 ~* 下 同 余 式 
(z—1)(2—2)---(x—(p—1)) — (12-1— 1)==0(mod р); 
它 的 次 数 不 高 于 2 一 2 却 有 2 一 1 个 解答 ， 那 就 是 有 剩余 1, 2,…， 
2 一 1 的 解答 。 因 此 ,从 6 的 定理 , 它 的 所 有 系数 部 是 了 的 倍数 ; 特 
别 地 ,正好 等 于 同 余 式 (3) 堪 边 的 它 的 自由 项 能 彼 2 除 尽 。 


[s 5.) тоннд RE k 


例子 “我 们 有 123-455-0717 7212x0( mod 7), 


$5. 复合 数 模 的 任意 次 同 余 式 
а. 如果 mi, ms, `, my ВНЖ, ИРА, 
J(z)==0(mod mim,:: mk) (1) 
У РТ ВА. 

Кај)=0о под m,), f(z)==0(mod тз), -.-, f(z)e0(mod mk). 
这 时 ， 设 用 Ti, To e, Ty PREZAR AARRE 
个 数 , 而 用 代表 示 同 余 式 (CU 的 解 的 个 数 ， 我 们 就 有 

T=T Ty. TD. 
实际 上 ,定理 的 第 一 部 分 可 以 从 第 三 章 $3, сла 内 推出 。 第 
二 部 分 虽 人 欠 下 面 的 事实 得 出 :每 个 同 余 式 
x fG)=0(mod т), Q^ 
在 而 且 只 在 下 列 了 ,个 同 余 式 有 一 个 成 立时 地 成 立 : 
zzb,(mod m,), 
这 里 b, 通过 间 余 式 (2) 的 解答 的 剩余 ,并且 总 可 以 把 至 部 172… 
Т АЧА 
za=b1(mod mi), z==b,(mod то), .-., z==bx(mod mx) 
5] Io] GE RECS 3, ec) 对 于 模 тата ть 的 不 同 的 类 。 
例子 AR 
f(z)2s0(mod 35), f(z)es* 4-22? +8z+ 9 (3) 
EX MEE 
f(x )=0 под 5), f(z)==0(mod т). 
从 $ 1 很 容易 知道 ， 这 个 组 的 第 一 个 同 余 式 有 ?2 个 解答 : a 
7-1, 4(mod 5)， 而 第 二 个 同 余 式 有 3 个 解答 : 2z==3,5,6(mod т), 
所 以 同 余 式 (3) 有 2.3=6 个 解答 。 为 了 求 册 这 6 个 解答 ， 需 要 解 
6 ^ fi: 
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z=0(mod 5), z==b,(mod 7), (4) 
这 里 b 通过 两 个 值 b= 1, 4, bs ЕАН 6, =8,5,6, ТУ 
35 =5•7 =7•5, 7• 3==1(1под 5), 5-32x1(mod 7), 
3X& £8 C40 89) А z КИ, ARRE 3, 6) 
| 2==21 bi +15 b, (mod 35). 
所 以 同 余 式 (3) 的 解答 是 
2==81; 26; 6; 24; 19; 34(mod 35). 
b. 根据 a mgr EARRA 
f(2)ex0(mod pf: pg» … рӯк), 
可 以 简化 成 研究 和 解 周 余 式 
f(z)exo(mod р“); (5) 
面 这 后 一 种 同 余 式 ,我 们 现在 就 要 来 说 明 , 它 一 般 地 可 以 节 化 成 同 
RA 
f(x)=0(mod р). (6) 
实际 上 ， 适 合同 余 式 (5) 的 每 一 个 z, 一 定 也 适合 同 余 式 (6)。 
设 
z==z(mod p) 
是 同 余 式 (6) 的 任意 一 个 解 。 那 末 x=z1 十 ph, 这 里 二 是 整数 。 把 
2 的 这 个 值 代入 同 余 式 
f(x)e0(mod p°), 
Wi НЕЕ НЕ RR (Taylor) ARRI, RIBERA C p/e) 
是 整数 而 且 凡 是 7? 的 倍数 的 各 硕 都 可 以 去 掉 ): 
Jn) + ph Се) во (mod ge), O33 11 (eo (mod p). 


在 这 里 限于 了 (za) RE P 除 尽 的 情形 ,我 们 有 一 个 解答 : 
НЕЙ (mod p); =t] + ptz. 
把 zx 表示 成 gr pu ps mas t pts; 
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把 它 代 大 同 余 式 Ј(х)==0(той рз), 
RMRI Лз) qt f'(z)==0(mod p°), 


TED + p'(za)==0(mod p). 


这 里 因为 тент: (mod p), 
Ў' Саз) == (а) (mod р), 
Р (as) KEE p ERR ARR RARA АКА А 
t,==t; (mod р); ==, + ptz. 
аА £ = zx, + 0215 + pls => р, 
HERTA ЖЕ SN COO RU ПА, ВИ uj ЈАЈЕ БОЉЕ 
步 地 求 出 与 它 同 余 的 同 余 式 45) 的 解答 来 。 总 之 ， 同 祭 式 (6) 的 每 
一 个 解答 пега (mod р), Æ f (21) 不 被 2? 除 尽 的 条 件 下 ， 答 出 同 
余 式 (5) 的 一 个 解答 : | 
=La + р“, зех. (той р“). 
ЯР REIRA 
f(e)==0(mod 27); f(2) —2* 472 +4. (7) 
FIR S (z)==0(mod 3) 有 一 个 解答 a 1(mod 3); 由 于 а) 2 
(mod 3), pj bic 3 除 尽 。 我 个 得 出 
(oEX—1-c3h, 
f -35/' (1) 20(mod 9), 34-34 22:0( mod 9), 
21, - 12x0(mod 3), fiz«1(mod 3), 4 —1-F 315, 
2=4-+96. l 
f C4) +9tf'(4)=0(mod 27), 18-- 9/5 2zx0(mod 27), 
21, + 2zx0( mod 3), £5zx2(mod 3), ts — 2 4- 815, 
224-271. 
因此 同 余 式 (7) 有 一 个 解答 : 
z==99(mod 27), 


т 一 个 未 复数 的 同 余 式 o Ç (mg 


m] Ж 

La. ipm ROG, m0, Ја, ew) 是 了 个 变数 m, e 0n 

Z1) HARRERA. Ant ib Ae 
TCE, ^, w)exo(mod m) а) 
”有 一 租 解答 z =o, o, t = wo, RICS 1 的 定义 的 推广 ) 模 w 的 数 类 的 
ЯН: 
z==z (mod m), 1e ewe mod m) 

算 做 同 余 式 (1) 的 一 个 解答 。 

设 7 是 同 余 式 (1) 的 解答 的 个 数 。 诈 朋 


b. ERE a 和 第 三 章 问题 12, e 的 表示 式 下 ,证 明 
Ттт" $ Ат). 


ma Nm 
e， 应 用 问题 a HOA SOR ETE T Acl] Aes AUS АО 
定理 。 
d. jm ЛЖ, то>оја, …, f, g 都 是 整数 ,它们 的 个 数 等 于 
7+1(7>0); 4 = (a, ---, f, т); T E Fl li] eC AT C: 
ах + -· + fw + gzxo( mod т). 
利用 问题 a 的 等 式 ,证 明 
p -人 imi c 是 4 fofi 
0, ”其 他 情形 。 
6。 从 关于 同 余 式 aab (mod m) 的 解答 个 数 的 定理 出 发 , 证 
вара 的 定理 。 
2,8. jx 721, (а, т) =1, 证 明 同 余 式 axe b (mod m) 有 解 


m м т 


z==ba*@-1(mod m). 
b. PERE, 0<a<—p, 证 明 同 余 式 az==b(mod рун 
b( 1x21 0—2). 0079 +1) (mod p), 


=== 


e, o) НИР 
9kz==b(mod m); (2, m) =1. 
В) 指出 解 下 列 同 余 式 的 最 简 电 的 方法 ; 
S'asb(mod m); (3, m) —1. 
7) BE (o, m)=1,1<a<m, ЖЕЈ HIER а) 和 8) ВАЗЕ, НЕ 
明 ， 要 求 得 同 余 式 az b (mod m) 的 解答 ， 可 以 化 成 求 同 余 式 
b +ml==0(mod p)(p 是 "的 素 绝 数 ) 的 解答 。 
3. Вт REG, тол, 16 т ст, (a, m) =1。 利 用 同 余 式 理 
ЗВ, EMA TARIR з Яп у 的 存在 : 
ах==у (той т), 0<2%<т,0< |y |<. 


4,8, є (а, m) =1 RISTA о SR ESAMI 5, т 
表示 同 余 式 az==b(mod m) ЕЕ, ВЕНА, RRAN 
Emma) 


a) M ава, b=b BE ВИ + =l, 
В) 符号 牙 数 -的 修 子 5 可 以 换 成 "的 与 5 同 余 的 倍数 boo 
于 是 符号 分 数 就 与 申通 常 的 分 数 .表示 的 整数 间 余 。 


b bc -- ad 
» t 
5) 6.404 


a с ас" 


b, а) i r 是 素数 ， p>2, а 是 整数 , 0a p— 1, МЕНЯ 
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(于 Dec ord р). 
а 
В) РК, роо. МЕ 


27—92 1,1 1 
一 =1 一 一 十 二 一 … 一 mod p). 
p 2 3 p=. Р) 


5,8. itd Mea WW CAUTE n ВОКА ка mp 
间 的 素 约 数 的 个 数 , 证 朋 在 数列 
1*2:-,9*3- (n1), ^, a(a--1)--(a-n—1) (а) 
中 , асова 7^ 
b. dE pi, pz, …, pk ДЕ a ЖЕ ЈИ, ЕУ ДУР no ñE 
ВАТЕ) Ба 互 素 的 数 具 的 个 数 是 


n n n 
а-я 
6. HZ muy cn k ти, та, e, mi ПРА 
a. x а= (m, тз), RE BH TE] АН 
z==b (mod m), z==b,( mod ть) 
在 而 且 只 在 5.— b, 是 的 倍数 时 才能 解 ， 而 且 在 可 解 时 ， 所 有 适 
合 这 个 组 的 > 的 箱 , 由 下 面 的 周 余 式 决 定 : 
xx, (mod ту). 
b. ЕВА ЕЈ ЕН 
z==b,(mod та), z==b,(mod то), -.-, zzb,( mod ть) 
可 解 的 情形 下 ,所 有 适合 它们 的 z 的 值 ,由 下 面 的 同 余 式 决定 
ХЕХ, 2, ,pCO m,, s, t, x). 


7. Wm ЕЖЕ, m>, “和 已 都 是 整数 ， 
a,b _ os it 027 | 
(ем 


这 里 z dr SEEm H 3098926688 „ЗЕН = (nod m) Cf pg 4, 


п № 13 


a 的 意义 下 )。 REDIRET (7^) i rmt 


y) 5 Футуна no, guit (57) (P): 


m m 
д) iE mi, ma, om: Wd d TESR ЕВЕ пить m =m, m=m, M, 


我 们 有 


(2) (ет) (о) (t Мо»... — 
m, Mo у n 
8. RERA 
aet -- a4271 + ... Ea, (mod p) 
# n Л: ХЕХ, Wa, а (тоа р). 
证 朋 oa 一 0oSai(mod p), 
a=  agS,(mod p), 


az= — ag S5 (mod р), 
ал==( — 1)" во, (mod p), 
这 里 S, 是 所 有 z+ 的 总 和 , S. 是 每 两 个 +: 的 乘积 的 总 和 , Ss 是 每 
三 个 х, ПЕНУ, о 
9,2. ЖИЖИ 2, 3, …; p— 2 P 38 А IE хх 1(mod р) 的 
每 一 对 r, ”来 证 明 威 尔 逐 定理 。 
b. РЕЖ, Ро > 1,12. (Р— 1) + 120 (mod P), ЕР 
P ERR 
10,8. пао, т) =1, ЕВРА Ж 1 69 п KARAM) 
等 价 于 同 余 式 


agx" аца" j... Ea EQ (mod т). 


34 一 个 未 知 数 的 同 余 式 0. em] 


b. ЕВИ, RERA 
(2) =00той p); f (2) = 2" ада -3 +... Han р 
f n ЛУТ ELTE ARIA PE, д т — z 被 FG) ER VHS 
的 所 有 系数 都 能 被 了 除 尽 。 
е. репе р—1 ПК, >; (042)=1。 证 明 , 同 余 式 z"= 


. p-i 
==4(шойр) 能 解 的 必 妆 而 且 充 分 的 条 件 是 4” ==1(тод p), # 
有 在 可 解 的 情形 下 ,已 知 同 余 式 有 7 个 解答 。 
1l. пок, про, (А, т) =1， 而 有 已 知 同 余 式 А 
(mod m) 的 一 个 解答 =r (mod m)。 证 明 这 个 同 余 式 的 所 有 解 
答 可 以 用 zx Е ERR yel (mod m) 的 解答 的 剩余 来 表示 。 


计 OX я 

1,2. ЖА. 256 х==179 (mod 337), 

b， 解 同 余 式 1215 22-560( mod 2755), 

2,9. JH 2,6 的 方法 解 题 1 а # b 的 同 余 式 。 

b. HBE 2,6 的 方法 解 同 余 式 1296 х==1105 под 2413)。 

3. НОВЕЛИ ЈЕ 419 — плу = 89 的 所 有 各 对 o, y 来。 

4 3a， 指 出 下 列 同 余 式 组 的 公共 解答 : 

xeb,(mod 13), z==b,(mod 17). 

利用 这 个 公共 的 解答 ， 求 客 13 和 17 除 时 落 别 输出 对 应 的 余 
Jk. 1 和 12, 6 利 8,11 和 4 的 三 个 数目 。 

b， 指 出 下 列 同 余 式 硼 的 公共 解答 ， 

xzb,(mod 25), z==b,(mod 27), z==b;(mod 59). 
5,8. fl] GN AH. 
zzz3(mod 8), т==11(апод 20), 2==1 (тоа 15). 
b. 5х: 


Drs И 15 


а==] (той 3), xex4 mod 5), т==2( mod 7), 
a==9(mod 11), х==3(тоа 13). 
6， 解 同 余 式 租 : 
32 + 4у — 29::0(mod 143), 2x— 9y +84=0(mod 143). 
7,8. ИКЕ 5 的 同 余 式 等 价 于 同 余 式 
3214 + 4213 + 3212 L 22:1 L 9 + 928 + 427 + 26 823 + 
| наз + 42? + 92==0( mod 5), 
b.， 那 一 个 次数 低 于 7 的 间 余 式 等 价 于 同 余 式 
221 -- 6215 4- 214 L 5x12 4- 3211 <> 22:19 4- 29 + 5zŠ + 
+ 227 4-325 + 421 + 623 + 422 + x + 4==0(то4 7)s 
8. УН О 1 RREA РАЈА СОНЯ 10, 8) 
7026 + 7825 + 952* + 6823 + 522? + 4x + З==0(то4 101)? 
9 a， 解 同 余 式 : 
f(z)eo(mod 27), f (2) ^ 72*- 19x 25. 
В НН FARRA RE, 
f(e)==0(mod 3). 
b， 解 同 余 式 92? + 207 --62-—0( mod 64), 
10, а. PERAR + 22 + 2-:0(mod 195), 
b. MEAN zt 2-42? 4-222 + 9. + 12==0( той 625), 
11,8. jfi] X бл? + 2722 +172 + 20==0 (тоа 30)» 
b， 解 同 余 式 312 + 5723 2-962 + 191==0( mod 225); 


第 五 章 ”二 次 同 余 式 


$1. 一 般 性 定理 
а. Xp on 的 同 余 式 ， 在 后 面 只 计 论 比较 简单 的 二 项 
z"==a(mod т), (a, m) —1. (1) 
Jm Јаја а АЕ, 8 a 时 做 % 次 剩余 ， HU а НИ n К 
FHA туда, "inco, невин тенка, = 
п=3 ВЕНЕ, Ч n= A 时 ,是 做 双 二 次 的 。 
b， 在 这 一 章 里 我 们 要 详 萝 讨论 "=2 的 情形 。 现 在 先 讨论 模 


是 奇 素数 2 的 二 次 二 项 同 余 式 : 
z°==a(mod р), (a, p) =1. (2) 
ce， 如 果 a р Сар ЈАЈЕ, НАС 
解答 。 


实际 上 ， 如 果 “是 平方 剩余 ， 则 同 余 式 (2) 至 少 有 一 个 解答 
aes (mod p)。 于 是 由 于 (一 "1 一 4， 这 同一 个 同 余 式 还 有 第 二 
个 解答 а= аз (mod 7)。 这 第 二 个 解答 与 第 一 个 不 同 ,因为 从 z1== 
ex — a, (mod p) 我 们 将 会 有 2z==0(mod p), 由 于 (2 р) = (zi, p) = 
=1, 这 是 不 可 能 的 。 

所 指出 的 两 个 解答 已 经 穷尽 了 同 余 式 (2) 的 全 部 解答 ， 这 是 
因为 这 同 余 式 是 二 次 的 ， 它 不 可 能 有 多 于 两 个 的 解答 第 四 章 $ 
4, €), 

d. РИА н 17-59 


ми мерења. 


— 


s 1. 一 般 性 定理 OO тт 
` — 2 
12, », (221) (3) 


lets, du^ mE HER A RU. 
实际 上 ,在 与 模 p НЕКУ) Ae tH S2 45750 A Xf FER 
J& 5 СЕНТИ I D 


-PT en —=2, 61,2, EI (4) 


的 平方 ,也 就 是 (3) 里 的 数 , 同 余 的 那 一 些 数 。 这 时 (3) 里 的 数 对 于 
Bi p VC TAS, 因为 从 = РСтод p), ов i itt fal 
余 式 ate! ( mod p) 在 (4) 的 数 中 间 有 四 个 解答 : z=, —k, k,l, 
5 eX. 

e， 如 果 a 是 模 了 的 平方 剩余 , 则 _ 


p-i 


| a 2 ==1(шо4 p); (5) 
而 如 果 “ 是 模 2 的 平方 非 剩余 ， 则 Ru 
1 
а 2 == — ](mod р), (6) 


实际 上 ,从 弗 尔 马 定理 ， 


0—1 р-1 


ЗН "—Ó 
FRAEN p EIS „ти PR 2 MER p BRUST ). BEDA 
T] COR COE — i H. ТИЗ, 
但 是 每 一 个 平方 剩余 "总 会 对 于 某 个 >, 适 合同 余 式 
f a==z2( mod p), (7) 
Нету АЕ E 次 就 得 到 闻 余 式 (5) ,因此 “也 适合 同 


余 式 (5)。 这 时 因为 同 余 式 (5) 是 2 же, 不 能 有 多 于 
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2 个 的 解答 ,以致 平方 和 余 就 穷尽 了 它 的 从 部 解答 
所 以 平方 非 剩余 适合 则 余 式 (6)。 


82. ERES SERES 


а. ИЕН 51 358008 2 (Iegendre) 符号 ( 5.) cm 
做 a 对 于 Pp ВИДЕ Ба р) АПРИЛУ p 除 尽 的 所 有 
a 都 有 定义 ; 当 口 是 平方 剩余 时 , 它 等 于 1, 当 a 是 三方 非 莘 余 时 ， 
EEF- Жажр НЫС Е БУ UAI TUAE IE 

b、 根 据 $ 1,e, 明显 地 ,我 们 有 


(2)- ы) 


€. Suc rok n HUBUFHB SLT S ОЕ ЧЕ, TE F— ET 
们 还 将 引出 这 个 符号 的 推广 一 一 雅 可 比 (Jacobi) 符号 的 性 质 , 这 
些 性 质 使 我 们 能 迅速 地 计算 这 个 符号 ， 因 而 能 迅速 地 解决 下 列 周 
余 式 是 否 成 立 的 间 题 : 


ИЕ 


这 个 性 质 从 下 面 的 事实 得 来 : 属于 同一 个 类 的 数 同时 是 平方 
剩余 或 者 平方 非 剩 余 。 


实际 上 ,1= м, 因此 1 是 平方 剩余 。 


p-l 
f. ()-c» z, 
这 性 质 直 接 从 5 H, REN a = —1, 


因为 当 P 有 形式 em Li, P HIE TE p TOES 4т + 


[s 2.1 такта 19 


+3 时 ，2 二 是 奇数 。 所 以 对 于 形式 m+ WRK, ТБ 


剩余 , 而 对 于 形式 4т + 3 的 素数 ,一 1 是 平方 非 剩余 。 


r (2) 09-0) 


于 是 就 得 出 我 们 的 断言 。 由 此 还 推出 
ab?N /a 
FG) 
НЕ EA S RATEI ЈАВИЛЕ 
h. УТЕНОВ SUIT OH E b OPER RERE РЯ 
外 的 解释 。 假 届 па = 7— Roe ва Аза 


a. 1=£;r; (mod p), } 
2+9=7, (mod р), а) 


а• p,==;,,rp, (mod р), 
这 里 srz 是 az 的 焰 对 最 小 剩余 ,rs ХЕЛЕНЕ НИ, ЧТ = = +1, 
数目 ael, —а•1,2•2, —а•2, =, aep, —а•р УРН. 
素 的 剩余 租 ( 第 三 章 55, 6); ЕЕ ИО k I ДЬ виа, — 8r, 
8315, — Ezta, 5+", 8617р, — бруто fi — А BOR] ИЕ 2k, UL ens, yy， 
…, ?py 应 该 与 1,2,…, pi 相合 (第 三 章 $ 4, b), 
现在 把 同 余 式 租 (1) 十 边 乘 起 来 而 且 物 掉 


1 9...0 一 ?72…7p1y 


p-l 
RPE a 2 === ову (mod p), FERPA) 


g0 EL . [AiR] 


(5), (2) 
1. ЕЕ Ва е ОАЗЕ И] АРЕНА ü 


们 有 
Us Fes pet pets pep] 
是 偶数 还 是 奇数 ,就 看 oz 的 非 负 的 最 小 剩余 小 于 还 是 大 于 -多 
也 就 是 看 5 一 1 还 是 一 1。 由 此 ,很 明显 地 有 


2ах 
— 2] 
所 以 从 (2) 式 我 们 得 出 


Зах 


(сз. 


二 假设。 是 奇数 , 我 们 来 作 下 型 等 式 的 变形 。 我 们 有 (а+р 


是 偶数 ) 
的 -光合 全 省 
p p p p 


Pı Pı Pı 
ee] S 
=(—1)7=1 =° ?71, 
于 是 
[је 
ои 


公式 (3) 使 我 们 得 到 勤 祥 德 朱 符号 的 雨 个 极 重 要 的 性 质 。 
2 1—1 
k, (2) = ( 一 1) 8 D 


[82] А __ Ми . 5 


АСС а = 1 就 得 到 它 。 


再 有 ,因为 
B 
(8m+1)°— 1 —8m*--2m 是 偶数 ， 
y ` А 


ЯН ЕН, 2 对 于 вт --1С8т 十 1 8т+ 7) 形式 的 素数 是 平方 
| Ar ,而 对 于 вт + 3 8т +3, 8m + 5 ОК GR CEA ЈУ JEU о 
1， 如 果 了 和 4 МЕРУ И, НО ОТЕ RUD) 


p-1.4-1 
qy_ _ И /fp 
(је c» 3 73 (4) 

H% eU 工具 有 在 2 和 9 都 有 形式 4m 十 3 Mor SER, 
而 且 只 要 其 中 有 -个 有 形式 amti, 它 就 是 偶数 ,所 以 折 说 的 性 贸 
可 以 写成 : 

ДЕ p 和 9 都 有 形式 4 十 3, И] 

g Y. (Р). 
(5)--G) 


而 如 果 其 中 有 一 个 有 形式 am T1, 


21 
(z)- (Dr > (4) 


BEBRI = as KAR P191 个 数 偶 ; qz, py, KE ЯНУ 
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2 
我 们 决 不 能 有 gz= 2%， 因 为 从 这 个 等 式 将 会 得 由 py 是 1 的 
倍数 ,根据 (p,q9)==(y,9)=1( 因 为 0<y<q) 这 是 不 可 能 的 ， 所 以 
RPT УДАЈЕ Раду = 81 + Sy, 这 里 S, 是 有 qe py 的 数 偶 的 个 数 , 而 
8, 是 有 ny qx 的 数 偶 的 个 数 。 
很 明显 地 ，S1 还 是 适合 y 的 数 偶 的 个 数 。 这 里 在 答 了 9 
MR, WAR 2-12, E сва Ра, ВАН 


[Ру бр, 因此 


В 
uu 
АА 
8, p ЕЯ 
АЯ 
(јеси eon 
所 以 Eje cer. 


从 这 里 就 得 出 上 述 的 性 质 。 


53. 雅 可 比 符号 

а, ЭТИМИ ВИНЕ за азн Е 
可 比 敌 号 。 识 是 奇效 ,大 于 一 ,而 且 了 =P1ps…pr 是 它 的 素 因子 
IER GOSTER AREN), Wat (а, P) =1, ЖЖ 
可 比 符号 (名 ) 由 下 列 等 式 定 出 ; 


932 _ HUN — 85 


ai _(а\(а\. (а 
(О (2) (5) 
TUE QR Б Бр. B3 РНЕ ,使 我 人 能 确立 雅 可 比 符号 的 类 伺 性 质 。 
b. dni aee (mo, ду) = (72). 
实际 上 ， 因 为 对 于 模 Р,а Ба Ш, 所 以 对 于 了 的 和约 数 ра, 
po, Dr, G 13 а М, ВИА 


OOOO 


为 了 首 定 这 一 点 ,我们 注意 到 


(5 )-(52) G23-G9- 
Р Pı 22. Pr 
pi—l, p 一 pr—1 
Et РА Pri 
=(–1) 2 2 2; (1) 
但 是 
Р—1 Dip pm2r 一 1 _ 
2 2 


21 —1 P:—1|. Pr—1Y. 
(eh) mee 


EAM 2 


-Pı l 22—1.,.. Prol 
А 


根据 这 个 ,我 们 从 公式 C1) 我们 得 出 
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-国人 


Е 
-全 (人 (人 


把 有 相同 从 子 的 符号 聚集 在 一 起 ， 我 们 就 得 到 所 断定 的 性 质 。 由 


e) 
1 
实际 上 ， 
DHOO 
nop ИНАЯ, (2) 
但 是 


P*'—1, pipi pt] = 


8 
3 一 
(1s? —1 -) (te 7 Е). (s) 


= 8 


PI—1 | 23 一 1 ,,, 4 2*—1 
C Lar T2N, 


根据 这 个 ,我 们 从 公式 (2) 得 出 


EEA MTS 8 


Pa 一 1 
(от 


g. РО REIR TR арн, АЈ, 
Р-1. 9-1 


Q eT P 
(от (Q) 
实际 上 ， 设 8 二 ngret: 是 4 的 素 关 子 分 解 式 (它们 中 间 可 以 
有 相等 的 )。 我 们 有 


O-O- Tr (9- 


(у (2929 (2) 


=(--1) а=1 В=1 
但 是 , 与 在 d 里- 一样 ,我 们 有 


T 8 
P—] a—1 Q—1 > 48 —1 
——— = LL. N Im 28 -一 9 N 
2 2 12 2 2 TAs 
а=1 в=1 
根据 这 个 , 上面 的 最 后 一 个 公式 答 出 


Р-1 9-1 
Q Pa ee P 
(s)-c»* 73 (Q) 
НЕРОНА ИМЕ ЊУ GAEC EEIE КРЕНУ 
特别 情形 ) 的 例子 ,我 们 来 研究 下 面 的 同 余 式 是 否 有 解答 
22==919 (mod 383). 
我 们 有 (依次 应 用 Е, b 以 及 е, 5, b, е, f, 8, b, d) 


88 == 2 £ Uma) 


因此 ,已 知 的 同 余 式 有 两 个 解答 ， 


$ 4. 复合 数 模 的 情形 
a. 复合 数 模 的 二 次 同 余 式 , 就 按照 第 四 章 $5 的 一 般 性 的 讨 
论 来 研究 和 解决 。 
b. 我 们 从 下 面 形式 的 同 余 式 开始 ， 
z°==a (mod p^); а>>0, (а, p) =1, а) 
这 里 2 是 奇 素数 。 
假设 (2) ==-—а, ВИ Ј (2) 22, 而 如 果 z==z, (mod p) 
是 同 余 式 
a?=a (mod p) (2) 
RZ, НЕ (а, p) — 1, ЖЖ Са, р) = 1, 而 因为 2 是 奇数 ,所 以 
(22, p) =1, 也 就 是 膏 了 (zi) KR p EUR, МАНИЯ 
的 解答 ,可 以 应 用 第 四 章 $5,b 的 论证 ， 并 且 同 余 式 (2) 的 每 一 个 
解答 都 输出 同 余 式 (1) 的 一 个 解答 。 上 了 上面 的 讨论 引出 : 
方 剩余 还 是 平方 非 剩余 。 
e， 现 在 我 们 求 讨 论 同 余 式 
Ma (mod 2%); а>>0, (a, 2) =1. (3) 
这 里 Ја) = 27 3: 2 除 尽 ， 因 而 不 能 应 用 第 四 章 $5,b 的 论证 ; 
它们 应 该 被 换 成 下 面 的 方式 : 
d， 如 果 同 余 式 (3) 能 解 , 则 由 于 (a, 2) = 1, 我 们 有 (z, 2) 1, 


642 复合 数 模 的 情形 8t 
Bl 2-126 0 t КОХ. МАЗ 
| 1+4 (01 + 1 )==а (mod 92), 
(HAEC Е диет 中 看 一 个 是 偶数 , ОА АКТ) 是 8 的 倍数 。 因 
此 , 要 使 最 后 这 个 同 余 式 能 解 , 除 同 余 式 (3) 外 还 必须 有 
a=] (mod 4) 对 于 a=2; а==1 (mod 8) 对 于 а:>3. (4) 

e， 在 不 违反 条 件 (4) 的 情形 下 ， 我 们 来 讨论 求解 答 马 及 它们 
my ddr p RS. 

在 a3 的 情形 ,根据 d, 同 余 式 被 所 有 奇数 所 适合 。 所 以 同 余 
A зена (тода | 有 一 个 解答 : x1(mod2), 同 余 式 z2==a (mod 4) 
有 十 个 解答 : z==1, 3 (mod 4)， 同 余 式 z2?==a(mod 8) 有 四 个 解 
答 : z==1,3,5,7 (mod 8), 

为 了 讨论 a=4, 5,… ПИ, АНА 
Ж: | 


z= +(1+4 s) (5) 

(1+4 1,==] (med 4); —1—4 t= — 123 (mod 4)). 
我 们 察看 (5) PAM- EEG Аја] 2 aa (mod 16), RPR 
% 

(1+41)%=a (mod 16), t=" (mod з), 

=, 24, т= (1-414 "s cm, 4-81). 
ВИРА E. Fi ВОГ EA ЈЕ] 4r zÉ z°==a (mod 32), 
我 们 求 得 

(za 十 8 ува (mod 32), = 4915, z — + (s 43-1615), 
等 等 。 用 这 样 的 下 法 可 以 肯定 ,对 于 任意 的 c>3， 适合 同 余 式 (3) 
的 z 值 ,可 以 表示 成 
х= + (ха + 28“ Ма), 

z 的 这 些 值 粗 成 同 余 式 (3) 的 四 个 不 同 的 解答 : 


дати; Ха 2571, — Xa) — La — 2771 (mod 98), 
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GITE 4 BIB. 1181 A US RARIUS 一 1 iko) 
BE MRR 


222=57 (mod 64), (6) 
根据 0721 (mod 8), 有 四 个 解答 。 把 z ЈЕ 2 = (145), ФИМ 
СЕДЕ 

(1 + 48 )%==57 (mod 16), 815256 (mod 16), 
==] (mod 2), t,— 14-25, «= (54814, 
(5 + 84) ==57 (mod 32), 5•16:,==32 (mod 32), 
ц==0 (mod 2), ц=>26, х= +(5+165), 
(5+166 )-==57 (mod 64), 5•32!==39 (mod 64), 
fgg] (mod 9), t=1+2t, х= +(21+32 te). 
所 以 同 余 式 (6) 的 解答 是 
х== 3-21, +53 (mod 64). 
f. A e,d 和 6 推出 : 
HRA 
z°==a (mod 2%), (2,a)=1 
ERUERA: — 当代 a= 2; a=] (mod 8) М a2>3, 


AURIS ADEUUHXE HEUS 1, 21051 чата, 


g. Mb, ятя g5 a 推出 : ` 
РАНА 
айва (mod m); m = 2*p$1p$2-- plk; (а, m) 51 
能 解 的 必要 条 件 是 : 
ael (mod 4) * «72; 251 (mod 8) М 228, 


(деј (o 


НИНЕ, МР ИС: 25, щ a= 03m a— 1; 


"m м 


ЕН 
1. RER ле 
| ах? bx +c=0 (mod m), (да, m) =1 
的 同 余 式 的 解答 ， 可 以 从 找 出 形式 t= (mod m) 的 同 余 式 的 解 
2, а. |H $ 1, 8。, 找 出 下 列 同 余 式 的 解答 (在 可 能 的 情形 下 ):; 
22==а (mod p); р=4т+3. 
b. FIM $2, b 和 ,指出 求 下 列 同 余 式 的 解答 的 方法 : 
z?zza (mod p); р=8т+5. 
€. TEELAMR p 的 一 个 东方 非 利 余 仿 的 情形 下 ,指出 求 下 列 同 
余 式 解答 的 可 能 的 比较 季 单 的 方法 : 
22==а (mod p); р=8т+1, 
d. ТОК ЛЕ РА, EARRA 
2° + 1==0 (mod p); р=4т+1 
的 解答 是 | 
л==+1•2.--2т (mod р), 
3,2. REB, RR 


22+ 120 (mod p) (1) 
能 解 , 如 果 而 且 只 如 果 2 有 形式 ат 1; 同 余 式 

234+92==0 (mod р) (2) 
能 解 ,如 有 果 而 且 只 如 果 了 有 形式 Sm + 1 或 者 8m +3, 同 余 式 

22 + 3==0 (mod р) (8) 


WERE, 如 果 而 且 只 如 果 P 有 形式 6т + 15 
b, REAR 4m 十 1 形式 的 素数 的 个 数 是 钨 限 的 。 
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с. ñEBH 6m +1 形式 的 素数 的 个 数 是 无限 的 。 

4. iH 1, 2 …, 2 一 1 分 成 雨 个 集合 ,其 中 第 二 个 集合 包含 
省 不 少 于 -个 的 数 ,我 们 有 : ТА 09 СНУ Е BUSTA 2 与 
第 一 个 集合 里 的 一 个 数 同 余 ， 而 不 同 集合 的 两 个 数 的 滋 积 对 于 模 
p 与 第 二 个 集合 里 的 -个 数 同 余 。 永 明 ， 这 种 情形 成 立 的 必要 而 ， 
且 充 分 的 条 件 是 :第 一 个 集合 由 模 ? 的 平方 剩余 组 成 ,而 第 二 个 集 
ДУНАЕ И 

5,8. JE afi x d p 进位 的 数 ,引出 关于 下 烈 间 余 式 的 理 
WR: 

z*?—a (тоа р); (a, p)=1. 
b. раже denk 2 进位 的 数 ， 引 出 关于 下 烈 同 余 式 的 理 


z°==a (той 2%); (а,2)=1. 
6， 证 朋 同 余 式 
a^a (mod p°), (а, p) 21 
的 解答 是 cm РО (mod p°), 这 里 
pa (+ a) +(z— Yay q= G + У ay —(2-Y'a)* 
- 2 2y а, , 
z?—a (mod p), QQ'z«] (mod ge). 
| 7. AARAA =] (mod m) 与 同 余 式 (z 一 1) (z + 1)0(modm) 
等 价 的 事实 ,指出 解 这 个 同 余 式 的 方法 。 
8. &()-o 对 于 (а, р) = Ро 


а. 3 (5 Pp)=1 时 ,证 朋 


?一 1 


Seer). 


#=0 


Ки ин 98 


b. ел +1 或 者 —1, TATER 
(252) vom га + GAE s—1,2,-, p—2) УК REN 


r= + (2- 2 一 3)" 1-е} 
€. В (k, p) =1, 
8 = D(C) 


这 里 > 和 ?2 НУ НА Y EP doc AB pco e ša 8: 
ВЕСИ МЕРА 


IS| «Хур. 
为 了 证 明 , 应 该 利用 不 等 式 


， 2 | P k 2 
18] «xS (e . 
х y 
а. ux Q AE TQ p, = 
p-1 9—1 


s= Y s s= У (22) 


2 二 0 z=0 


a) iE 8-—(p—Q)Q, 

B) 设 入 是 常数 , Ol. REB, 0] 2-0, 1, 9-1 中 不 
合 于 条 件 SK 99995 的 数 的 个 数 了 ,适合 条 件 T9971, 

у) 设 p>25, М 是 整数 。 证 明 在 数列 

M, M+1,.…, Me3[V Р]—1 

中 有 着 模 2 的 平方 非 剩 余 。 

9,2. ДЕНЯ, ЖЖ m1 中 能 表 成 

m= а? у", (z, у) 1,2270, у>0 (1) 

的 个 数 ,等 于 下 列 同 余 式 的 解答 的 个 数 : 
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22 120 (mod m). (2) 
为 了 证 明 , тит, HEBUG— 4, big RS та = 
= = 的 表示 式 , 再 讨论 用 4 3fe 0S C ela ld o, 
b， 设 4 是 2 和 3 的 一 个 。 证 明 , 有 条 件 p>a 的 素数 了 中 可 
以 表示 成 


p-a?-ay? х>0, у>0 (3) 
的 个 数 ,等 于 下 列 同 余 式 的 解答 的 个 数 : 
2? + а==0 (mod р). (4) 


ce、 设 P 有 形式 4m 十 1, Ck, p) 1, 


s= У (e) 


==0 
证 明 ( 高 尔 十 可 夫 СД, С. Горшков) | 
a) S(k) 是 偶数 。 


B) sae) (ја). 


D a ()-»(2)- -ь &macenmm a) 


p -( TOR EROE 


10. DEFRA, RER o WEM: 
а. ХЕРЕС k, 方程 
a32—Dy*-—-k 
си 11,9 = 1 F 2 = = 19, Y= 19, WFE 
X2— DY? = k2 
ЗУТАН ХҮ NEANG STEA): 
X4YVD=(z; yV D) (ro у" D). 
b. Јута Реп] 方程 ) 


[и] A 98 


22 — Ру 1 (1) 
TUE XOK z, у 的 解答 。 
€. AE zo, yo 是 适合 (1) 式 的 正 数 偶 x,y 中 有 最 小 x (或 者 是 
等 价 条 件 , 有 最 小 x 十 y1 DO W, Я РЕНИ. НОВ z, y 
可 以 由 下 面 的 等 式 来 表示 : 
xz 十 9 万 一 (xzo 十 go Dy; r-1,2,-. (2) 
11,8. бажо, 


p—i А 


x eg it. 
Up = > (5) Р ` 


z=1 

а) 4 (a, p) 1, ИЕН [Us| = У Po 

为 了 证 明 , 和 和 式 Uap Е E38 ¿ 换 成 一 而 得 到 的 共 配 数 。 
Hl z dn a; НЕА U s; ЛЕНУ О ВЕЛИ E 3k „ЛУ БЕЛЕ 
这 洋 的 乘积 项 ,在 那里 对 于 已 知 的 工 有 

ЕЕ (mod p) 

或 者 q42mc +t (mod р). 

В) 证 明 


а 


м 


证 阴 бер Ua, p, СВ а) 
B) М а) WPR a, a) ИЕН | 5 | = V P ШЕНЕ 
СЕЗАР 


|80, | = Ут, ЖИ m1 (mod 2), 


94 二 次 同 余 式 CARR] 


[Sam|-0, — НЕ m= (mod 4), 
|ат| = У 2m, ЖИ т==о (mod 4), 
y) We т>1, (24, т) =1, 2 是 任意 整数 。 诈 明 


12,8. бту 1 О, Ма Q AERE, 02M M + 
+Q<m, 了 表示 在 答 定 的 整数 集合 上 对 z 展开 的 和 式 , 而 X W 


表示 只 对 这 集合 中 对 于 模 m 与 

М, M+1,.…, М+д—1 
同 余 的 数 2 展开 的 和 式 。 再 设 巩 数 F(x) 是 这 样 的 : 对 于 某 个 A 和 
任意 的 = 1 2, …, m—1, 都 有 


lec < 
证 明 Уо) S66)+0Am т—д), 


这 里 10] <1, 5220, #ЕН. 4 >12 М> ; $ 02260 时 >lo 
b. МО осим --Q« p, 
a) 永明 


M+Q-—1 


| У (5)<утва 


pM 
В) 发 五 和 信众 别 是 在 数列 М, M C1, e, M FQ ао 
UR S2; JESUS ТА: 
ВО + Утар, м 10 VF mp |011. 


at RE Ë 95 


y) AERES a 和 问题 11, b, В) BWA PU, g B HES В) 的 公 
式 。 
Š) 8 m2260, (24, m) — 1, Мо 和 Wo 都 是 整数 ,0< Мос Ми + 
TQ m. 证 明 
Мо —1 Ç ¿42 
" ут In m, 


< 
= Мо 


8) № 2 之 60， (4, р) 21, М 和 Qi 都 是 整数 ， 0<М,<М,+ 
+Q <, 而 且 了 表示 数列 4z2 а = Мо, Мо+1,..., 前 0 十 Qo 一 1 中 对 
ТЕ р 与 数列 М, М--1, --., Mx Q—1 МЕЖ Ко ERA 


T =994 0 V p (In py. 


ec， 言论 下 烈 和 式 , 引 出 问题 b, 8) 的 公式 : 
p—lp-1M4Q—1M4Q-—i 9112 - V) 


УУУ XGy C! 


а=0 а=1 х=М у= М 


at X 题 
1a. 在 与 模 23 互 素 的 剩余 组 中 指出 斑 方 剩余 。 
b， 在 与 模 ЗНН ННН 
2, а. 5 S 1,e, 指出 下 列 同 余 式 的 解答 的 个 数 : 
а) z2==8 (mod 31); 
В) 22==2 (mod 31). 
b. i8iH PUB AS СИУ RS A 3k. 
а) а?==Б (mod 73); 
В) 2"==8 (mod 73). 
3,8. BESTES ЈЕТРЕ „НН TIUS] eT ARAS У: 


ZARAR BEEN IL 


а) 35-2226 (mod 563); 

B) 2429 (mod 563). 

b， 指 出 下 刘 同 余 式 的 解答 的 个 数 : 

а) 2==766 (mod 5987); 

В) 2°=3149 (mod 5987). 

4 а. 应 用 问题 2, a; 2, b: 2, e ВОЛЕ, Fili] ex: 
a) a*—5 (mod 19); 

В) а5==5 (mod 99); 

y) a°==9 (mod 97), 

b. RRK: 

a) a*z:9 (mod 311); 

B) 2?—3 (mod 277); 

Y) 2711 (mod 353). 

5, 3， 解 同 余 式 059 (mod 125), IRI F X] Jg dde. 
а) $4,5; В) 问题 5 a; Y) 问题 6。 

b， 解 同 余 式 ze=91 (mod 243)。 

6, a， 解 同 余 式 z2==41 (mod 64), 利用 下 列 方 法 ， 
а) $4.е; В) Bii 5, b, 

b， 解 同 余 式 20==145 (mod 256), 
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$1. 一 般 性 定理 

a, HFC, m) =1 AREN? па а ==] (mod m), 例如 
у = (m) ( 欧 拉 定 理 ) 这 些 数目 中 间 最 小 的 一 个 叫做 a SERES 
HUS) УЖ, 

b. а т ВРК, 则 1 一 oo, at, sos ait 对 于 
Js m ARRIR 

实际 下 ;从 /二 ar(mod m)0<çk<1<ü0, ЕВ a! 1( mod m), 
0«l—k«5, 与 8 的 定义 矛盾 。 

€, вах рат ВУ ó, HJ а'==а'' (mod т) 在 而 


— P A 人 ~ 


I PPS arr s PP t PP Pr PS Pr P PP PUPPI PS Imm t PPP PPS IIS PSP PSP S PPS, — 


BEREH YH ó 除 尽 时 。 
实际 上 , 设 + 和 e n y 对 于 模 5 的 非 负 的 最 小 剩余 ; 那 
末 就 有 着 某 责 个 q 和 91 EI у= 007, y =d 由 此 再 从 
а ==1 (mod m) 推 出 
a? ==(0° уа'=а/ (mod m), 
a?'zx(a*)tarizat1 (mod т). 
ВИД a? ea" (mod m), ЈЕ B. B fe a'=a (mod m) ge ron 
时 (b)。 
d. J a*?—1(mod m) FIMA € (7! 0) ЖН e(m) 38 о ERG 
所 以 任意 数 对 于 模 m 所 局 的 方 容 数 都 是 2(m ) 的 约 数 。 这 些 绝 数 
中 最 大 的 是 pC(m) 本 身 。 属 于 方 次 数 pCm) 的 数 ( 如 果 在 在 的 话 ) 呀 
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ВОт И ciko 


$2. 1& r^ 312p" 的 元 根 

a. РДН В. 021. 我们 来 永明 模 zr 和 2" 的 元 根 
的 存在 。 

b. ЗИ x 对 于 模 m 属于 方 次 数 ab, Wi] х 属于 方 次 数 5b。 

ЗЕБ ЬЕ, x" 0 FJ; 09 6, ЖЖ (27) ==] под т), 于 是 
z°*==1(mod m); Bj ЈЕ aŠ gir ab pcs (S 1, 6), B0 5 3: b US, 9— 
ЗАЩ, zU—1(mod m), FÆ (2*)'—1(mod т); BJ b ЖЕ К 
(8 ђе), #0 0-5, 

e. Au z 对 于 模 m ИРУ а, Wü V 属于 方 次 数 b, ЗЕН. 
(a, 5) —1, Rl zy 属于 方 次 数 ab。 

实际 上 ， nx zy ЈУРИ д, MR (2у)'==1 под m), НЙ 
2950 ==] (тод m), ПИ B. 2**1(mod т)(8 1, е), BEA bÒ $k а R 
尽 ($ 1, 6), 而 且 由 于 (5b, а) =1,5 被 " 除 尽 。 同 样 地 我 们 得 出 3 3 
о. ЧН, а) =1, ò 38 a 又 被 5 除 尽 ,也 就 被 vb 除 尽 。 另 
—J И, У (zy)e==1(mod т) # Н ab 3k 8 ER (81,6), BEI 
ёа, 

d. ЖР РОЛЕ, 

实际 上 , 设 


a, Òa, .…, Ó; (1) 


是 数 1, 2, …, p— 1 中 至 少 有 一 个 对 于 模 Pp BEES КЖ, Шт 
是 这 些 方 次 数 的 最 小 人 倍数 ,再 设 797 0, 9," 是 7 的 标准 下 


解 式 ; 那 末 对 于 每 个 s, 在 (1) 的 数 中 间 总 有 着 能 被 q" Wu ayak i 
5, 因而 它 可 以 表示 成 8=ag，"。 如 果 e 是 属于 方 次 数 8 的 数 ， 
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HARHA b, =, === 就 属于 方 奖 数 9 “。 对 于 s 一 1,2,…, 进行 了 这 种 
ВНЕ; WR e, о = ту zk JË J ОК " „офу Te 
[Ul RF OD Bm AE Д T) X, Br Eu 1,2, 
p—1 ABS ЈИ] ARX, 2' ==1(mod p)($ 1,6). xx BJ p— 1«;7 (58 
1954,0), [HIE T X M p—109 49k, МА тер—1, 这 就 是 
ii. 9 是 元 根 。 
e. ix 9 是 模 2 的 元 根 。 可 以 找 出 适合 下 则 条 件 的 t 由 等 式 
(у p)r-1—1-- pu RERI u R PBRS, FAEN a>, 对 
БУНУ g + pt ERR р" 的 元 根 。 
实际 上 ,我 们 有 
92-1 一 1 十 DT0， 
(9 +01)? 1-47 p(To— g?7?t 3 рТ) 2 1-- pu, (2) 
这 里 w БЕ ИЕ SD РИД ИН, РОАН AE ВА 
Фе и ХР. РАН 6, 从 (2) 式 还 得 出 
(g + pi) -D == (1 + pu)? =1 + pus, | 
(g+ pt )720-D — (1+ pug)? == ] + pus, | (3) 
这 里 uo, ug, … К РЕШЕ. 
it g + pt ЕР v^ 属于 方 次 数 3S。 那 末 
(g + p) =1 (mod р”). (4) 
Erb Cg + pt)! ss 16mod р), 因此 3 是 2 一 1 的 倍数 。 又 因为 8 除 尽 
e(p*)--!(p—1), ИД б=р(р—1), ZE r 是 数 1,2,…,a 中 
的 一 个 。 同 余 式 (4) 左 边 用 等 式 (2?) 和 (3) 里 它 的 对 应 的 表示 式 来 
Ки = ur), 我 们 得 到 
1 + p'u,zx1(mod z“), р'==0(тод р), r =a, д=ф( р“), 
ЖДЕТ g + pt 是 模 p> 的 元 根 。 
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f. бе a 之 1 而 及 91 是 模 ^ 的 元 根 , 划 数 9 和 g: + p 中 间 的 
奇数 是 横 2 p= 的 元 棋 。 

实际 上 ， 适 合同 余 式 2" ==1 (тод ре) z^ ==1(той 24") rh i 
一 个 的 所 有 奇数 z, 很 明显 地 也 适 合 另 外 一 个 。 所 以 根据 фр“) = 
—9(2p*), 作为 模 p* 和 2p 中 一 个 的 元 根 的 奇数 2 也 是 另外 一 
个 的 元 根 。 而 在 模 pr 的 元 根 ду gi- p 中 间 有 一 个 是 奇数 ; | 
此 它 就 是 模 2» 的 元 根 。 


$3. 模 和 和 22" 的 元 根 的 求法 
ux P 是 奇 素数 而 且 071, ДХ ре 和 22“ 的 元 根 可 以 利用 下 
面 的 普 逼 定理 求 得 。 
ax с=ф(т) 而 及 91, d», ©, Qr 是。 的 不 同 的 素 约 数 。 ШУ т 
互 素 的 数目 9 是 模 弃 的 元 极 的 必要 而 及 充分 的 条 件 是 : 这 个 9 不 
适合 下 列 同 余 式 的 任何 一 个 : 


gh] (mod m), gis] (mod m), °°, re Imod т). (1) 

实际 上 ,如 果 g ЈЕЛЕ, НОЈЕ JE с, 因此 (1) 里 的 同 
余 式 就 没有 一 个 成 立 。 

反之 ,假设 9 不 适合 (1) 里 的 任何 一 个 同 余 式 。 如 果 v SESS 
方 次数 8 小 于 6, 则 用 4 表示 + BROM- RAA +=, 


q =Š, gl (mod p), 与 我 们 的 假设 矛盾。 这 说 朋 5=c, 而 g 
就 是 元 根 。 
HFL E man RMH о(а1) =40=29.5, 8, 2- 
二 20。 因 此 对 于 不 被 41 除 尽 的 数 9 说 ， 它 是 模 41 的 元 根 的 必要 
HER 9 不 适合 下 列 同 余 式 的 任何 一 个 : 
==1(mod 41), g=] (mod 41), (2) 
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但 是 试验 2, 3, 4 … "RICH , РН ОЈ ЕРЕ 41) 
28=30, 3921, 45==18, 59218, 6'%==10, 


P=, 4], 520==1, 67==40. 
由 此 我 们 看 到 , 2,3, 4, 5 МАХАЛИ, Dp D EPOD XI 
一 个 。 而 6 是 元 要 ,因为 它 不 适合 (2) 式 的 任何 一 个 。 
例子 2. 设 w=1681 一 41。 利 用 上 面 的 普 汤 定理 ,我 们 能 在 
这 里 求 由 元 根 。 但 应 用 82, 的 定理 ， 我 们 更 容易 求 出 它 来 。 已 
经 知道 模 41 的 一 个 元 根 是 6( 例 子 1), 我 们 看 到 
639 —1 +41(3 4-411), 
(6 +41 —1 -41(3--411— 6914-417) —14-41u, 
SEE и 不 被 2 除 尽 ,只 要 取 t= 0 就 成 ,所 以 我 们 可 以 取 6 +41•0 = 
=6 作为 模 1681 的 元 根 。 
例子 3 证 一 3362 一 2.1681。 利 用 上 而 的 定理 ， 我 们 能 在 
这 里 求 出 元 根 。 但 应 用 $ 2,f 的 定理 ,我 们 更 容易 求 出 它 来 。 已 经 
知道 模 1681 的 一 个 元 根 是 6, 我 们 可 以 取 6 和 6 十 1681 中 有 间 的 奇 
数 , 世 就 是 1687, 作为 模 3362 的 元 根 。 


$ 4. Ж р" 312^ 的 指数 

a， 设 ?了 是 奇 素数 ,0 之 1; mE ради др т) — У; с=ер(т), 
g EAR m у 

b. УЗВ c 的 非 负 的 最 小 剩余 =0, 1, 0-1, В 
gr im НЗ, 

实际 上 , 9” ЯЗВ 5 m НАЈ c 3k, BRE S 1, b, 对 于 模 
mA s s. 

6， 对 于 与 m 互 素 的 а, dI ЗЕ Se cn ec Е 
ЗСУ BC: ; 这 时 元 根 起 着 与 对 数 的 底数 一 样 的 作用 。 

in а==0' (mod m) 
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CLE 220), RI y BRUM o ЗЕЕ DI 0 为 底 的 指数 ， 用 符号 
y —ind a( 更 正确 地 y — ind, a) KERo 

根据 b, 4$ — 5 m ERR а, 都 有 唯一 的 一 个 指数 y 出 现在 
下 列 数 中 间 : 

?7 =0,1, =, 6—1. 

知道 了 Y', 我 们 能 求 得 “的 所 有 指数 ; 按照 $ 1, e, 它们 就 是 下 

列 数 类 里 所 有 非 负 的 数 : 
уау (mod с). 

ARBRES НЕНЕН: 有 已 知 指数 Y B 3k CBE m BU 
一 个 数 类 。 

а. 我 们 有 

ind ab..-lind а +ind 十 … 十 ind (тод c), 
ind a= ind a (mod с). 
实际 上 ， 
a==gind ? (mod m), b==gindb (mod m), e., l=gind l (mod m), 
Те БИН ЕЛЕН 
ab. [=g a-rindb + + ind ; (mod m). 

因此 , ind а Find b + --- Find 1 是 乘积 ab.…1 的 一 个 指数 。 

68， 为 了 指数 的 实用 的 便利 ， 对 于 每 个 素数 模 p (自然 是 不 太 
大 的 ), 我 们 造 出 指数 表 来 。 这 是 丽 个 天 :一 个 是 从 数 求 出 指数 , 另 
外 一 个 是 从 指数 求 出 数 。 玫 中 包括 数 对 于 模 2 的 非 鱼 的 最 小 剩余 
(与 模 互 素 的 剩余 组 ) 和 它们 对 于 模 c=p(p) =p 一 1 的 最 小 的 指数 
《完全 剩余 组 )。 

ЯР RRE HUS р= 41 ВУЗЕ ,前 面 (8 3, 例子 1) 合 经 指 
Hi 9 =6 是 模 41 的 元 根 ; 我 们 拿 它 来 作 指数 的 弃 。 求 出 ( 同 余 式 


[8 5.3 _ NI B зау 3e Hed 103 

都 取 模 41): 
69m] 68 =10 65==18 67==16 69-37 
0126 6° ==19 617==26 69-14 69-1T 
62==36 019—392 61==33 6%==2  63%==20 
65-11 61==28 6V=34 67-12 97-38 
620 612==4  60==40 6231 6%==28 
652-27 613224 67==85 0792922 6-15 
652239 612] 67-5 Q9 65-8 
672229 153 97-30 681==13 6%==7 

所 以 所 求 的 表 是 


I 4 
мот завет г| 61: 


0 15122 189/38 


| 1| © | 36 | 11196 27139 |29| 10 
27 E 24:33 |16 


32128 | 4 |24|21/ 3 |18 12633; 
401361 5 180|16:14| 2 |121 31 
9118,87|17/20 38 28115] 8 


о-о 85 
о t° — °> 
EET HS 


0 

1'| 8 

2 || 34 M 90 13611314 |171 5 111 
3 123|28/10/18|19]21| 2 |39 |36 
4120 


这 里 横 列 的 号 码 表 示 数 (或 指数 ) 的 十 位 数 ， 直 行 的 号 码 则 表 
示 个 位 数 。 而 在 图 表 中 处 于 某 一 横 列 和 某 一 直行 的 公共 部 从 的 就 
是 对 应 的 指数 (或 数 )。 | 

例如 ,要 求 ind 25, LG — 32 B Б 2 的 横 列 和 号 友 5 的 
直行 的 公共 部 落 , 也 就 是 ind 95=4。 而 要 求 有 指数 33 的 数 , 从 第 
二 个 表 里 找 号 码 3 的 横 列 和 号 码 3 И) E£ T 09 ДЕ, ЊЕ 
33 — ind 17, 


SS 5、 前 面 理论 的 一 些 推论 
а. РЭО аз m 是 p* 和 др“ 中 间 的 一 个 。 最 后 ， 
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E — 
серт), 


b. 0, c) =d; R: 


1. HRA 
z"==a( mod m) а) 
能 解 (因而 a 是 模 m 的 ”次 剩余 )， 在 而 且 只 在 inaw Æ d 的 倍数 


时 。 


2 在 与 模 % 互 素 的 剩余 中 间 ," 文 剩余 的 个 数 是 了 。 
实际 了 上, 同 余 式 (1) 等 价 于 同 余 式 
піра z==ind a(mod с), | (2) 
后 者 能 解 在 而 且 只 在 ind а 是 4 的 倍数 时 (第 四 章 $ 2, d), 
在 同 余 式 (2) 可 解 的 情形 下 ,我 们 能 找 出 对 于 模 c 不 同 余 的 d 
个 ind z; 与 它们 对 应 的 是 对 于 模 宫 不 同 余 的 4 个 z, 
因此 命题 1 正确 。 
作为 与 模 m 互 素 的 剩余 组 里 剩余 的 最 小 指数 ， 在 数 0, 1,…， 
c 一 1 中 间 有 -了 个 是 了 的 倍数 。 所 以 命题 2 是 正确 的 。 
例子 1， 对 于 同 余 式 | 
28=23{ той 41), (3) 
我 们 有 (8, 40) =8, ЯН. ind 23 = 36 KE 8 除 尽 ， 所 以 同 余 式 (3) 
不 能 解 。 | 
例子 2， 对 于 同 余 式 
212237 ( mod 41), (4) 
我 们 有 (12, 40) = 4, FB. ind 37 —32 ВЕ 4 RR, 所 以 同 余 式 (4) 
ER HEER 4 Л. АТВ, 
辣 余 式 (4) 等 价 于 阅 余 式 
12 ind z==32(mod 40), ind z==6(mod 10), 
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由 此 我 们 求 得 4 个 对 于 模 40 ЈИ ЕУ ind z 的 值 
ind x =6, 16, 26, 36, 
对 应 地 我 们 求 得 同 余 式 (4) 的 4 个 解答 
х==39, 18, 2, 23(mod 41). 
例子 3. Жк 
1, 4, 10, 16, 18, 23, 95, 31, 37, 40 (5) 
的 指数 都 是 4 的 倍数 ,这 些 数 正好 是 模 41 ИОА ЛУТЕРА PER > 
部 四 次 剩余 (也 是 次 数 %=12, 28, 36, … 这 里 (", 40) =4 的 剩余 )。 
数 齐 (5) 的 数 个 数 是 19-25, 


e， 与 b 的 命题 1 同时 ,便于 利用 的 还 有 : 
Жа E. n 90, РН PUR 


a4 —1(mod m). (6) 


实际 上 ,条 件 ind a==0(mod d).5 4198 а==0 ( mod с) 等 价 。 而 
Ja # 35 28TECOOSERE 


例子 在 $3 的 定理 中 , 周 余 式 9? =1(mod mw) 不 成 立 与 9 是 


dim t q 姑 非 剩余 等 价 。 特 别 地 ， 同 余 式 92 一 1(modm) 不 成 立 
”与 9 是 模 忆 的 在 方 非 剩余 等 价 (参看 第 五 章 8 1, e), 
0,1. аР m BAJ 5, ни ва а, e) = E, 
特别 地 ,a 是 模 w 的 元 模 由 等 式 (ind а, с) =1 确定 。 
2. de Sm H 356382 814 ЈЕ y DOR 8 的 数 的 个 数 是 
PÒ) УЫ, СЛЕЖУ НОЕ 9(c)。 
实际 上 ,8 是 有 条 件 at==1(mod m) 的 。 РЖ "m" 
等 价 于 
8 ind а=0( mod c) 
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或 者 ind a==0[ mod i) 


а, 5 是 使 了 除 尽 ind a 8 c 的 最 小 物 数 ,因此 二 是 除 尽 ind a 


的 “ 的 最 大 网 数 , 这 就 是 说 3 = (од a,c)。 所 以 命题 1 是 正确 
的 。 
NM 10-188 
УЖОС, 这 里 y= 0,1, …, 6 一 1。 条 件 ( с) s 


n" 等 价 ; 后 者 被 pC6) 个 y 所 适合 。 所 以 命题 2 是 正确 
的 。 
例子 1， 在 与 模 1 互 素 的 剩余 租 中 ,属于 方 次 数 10 的 数 a, 


乃 是 适合 条 件 (ind а, 40) 一 入 =4 的 ,地 就 是 


4, 23, 25, 31. 
这 些 数 的 个 数 是 4=92(10)。 
例子 2 在 与 模 41 互 素 的 剩余 组 中 ,元 根 帮 是 适合 条 件 
(ind a, 40) =1 的 数 a, 也 就 是 
6, 7, 11, 12, 13, 15, 17, 19, 22, 24, 26, 28, 29, 30, 34, 35. 
这 些 元 根 的 个 数 是 16 = $(40), 


$ 6. 4% 2“ 的 指数 


8. ТАЯ 2^, 上 面 的 定理 都 要 由 一 些 更 复杂 的 来 代替 。 

b. Ras WR 2“=2。 我 们 有 о(2)=1, 模 2 的 元 根 是 ， 
例如 1==— 1(mod 2)。 数 19= (—1 —1 8t 8U& 5 2 H 35 6983 
=, 

€. пеа=2, ЖЖ 2"—4, ВИ Ф(4)=2, А 的 元 根 是 ， 
例如 3=— 1(mod 4)。 数 (一 1)"=1,( 一 1)!=3(mod 4) ip it 548 
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4 互 素 的 剩余 租 。 

d、 设 4 之 3。 那 未 2" 之 8。 我 们 有 9(2")=2*-!。 不 难看 到 ， 
在 这 个 情形 下 是 没有 元 根 的 ; 更 正确 地 说 :对 于 模 2", 单数 z 所 属 
的 方式 数 不 能 超过 2 — 了 9(2")。 实 际 上 ,我 们 有 


ОРСК 


ga-* 
a =1- 991,521 (mod 22). 


XC TJ; JU 277 的 数 一 定 存在 。 例 如 5 就 是 这 样 的 一 个 
数 。 实 际 上 
5=1+4, 
52 =1+8+ 16, 
5*=1+16- 32», 


a-s 


2 
5 142714 9*u, s, 


FERPEA RRO, 52,55, 51 中 间 没有 一 个 对 于 模 2 与 
1 84. 
不 难看 到 ,下 面 的 十 排 数 : 
5°, 51, ZI g27^?-1, 
– 59, —51, es — 62" 1, 
粗 成 与 模 2? 互 素 的 剩余 租 。 实际 上 ,这 些 数 的 个 数 正好 是 
2-9»-— (25); 同一 排 的 数 对 于 模 2 都 不 同 余 (81,5) MEE 


一 排 的 数 与 下 一 排 的 数 也 不 间 余 , 因为 对 于 模 4, 第 一 个 与 1 同 余 
而 第 二 个 却 与 一 1 Ro 
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e. 为 了 进一步 讨论 的 方便 ,我 们 把 b,6 和 d t: ME 
A^ kf — PUER. ЗАИР а = 0 的 情形 也 能 
设 c—1;0—1, 如果 4= 二 0 或 者 4=1; 

echa d a2, 
(РЕ се = 9 (22), NE уж. yo НОНУ B 38 CES cn 
со 的 非 负 的 最 小 剩余 
y70,:,6—1; 070, 7, C0—1. 

ЗС 1) 757° 通过 与 模 2“ ПИЈЕ, 


(—1)*57=(—1)”'5 (mod 22) а) 
成 立 , 如 果 而 且 只 如 果 
y==y'(mod c)，?os70(mod co). 
实际 上 , 4 а =0, 定理 是 显然 的 。 所 以 我 们 可 以 假定 a>0。 8E 
JY RU Уо 对 于 模 c Яп со 的 非 负 的 最 小 剩余 是 7 A то, 而 数 7 和 
v» 的 则 是 ”和 76。 根 据 $1, e( 一 1 属于 方 次 数 6, 而 5 属于 方 次 
Же со), RRS (12 成 并 如 果 而 且 只 如 果 ( 一 1)'5" 二 (一 1)"5"0'。 
(mod 25), 也 就 是 (根据 e)r=r', ry r$. 
g. AR azz( — 1)' 57» (mod 22), 
则 租 y, yo 叫做 数 & 对 于 模 27 的 指数 粗 。 
根据 e, 每 一 个 与 2 互 素 (也 就 是 奇数 ) 的 а, НИЕ 
指数 7， Уб FE со = 9(2*)3 у, yo rb Ro 
ЗЕН Т— y, Yo 我 们 能 求 得 a 的 所 有 指数 粗 ; ЖИВИ, 它们 
就 是 由 下 列 数 类 中 的 非 负 的 数 所 如 成 的 各 对 y, Yoo 
y==y'(mod e), yy (mod co). 
将 接 从 这 个 关于 指数 组 的 定义 推出 ,有 已 知 指数 租 7, уо 的 所 
有 的 数 , 租 成 模 22 的 一 个 数 类 。 
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h. ма, ХР c АИ со, 与 各 个 因子 的 指数 的 总 和 辣 
GER E, iey), ya) e YCD, УСО а, … i 的 指数 
和 组。 我 们 有 | 


d. .7==( — у +700) 5уоСа)+ “Что. 


Е, v CO) o- БУ), ya(a)+ Бу) а-. ТОН о 


$7. 任意 复合 数 模 的 指数 
a, терор, p." 是 数 m 的 标准 分 解 式 。 再 设 c 和 


co i $6, e ВИКИ; с, = (р " ); 9; AERE р" 的 最 小 的 元 根 。 
b, d 


а==(— 1) 5" e(mod 2%), 
| (1) 


az=g 1 (mod pr ED a=g "(mod p.*), 


EU У, о, Y UN Yk Wr eg a УЕ m ЈАНО о 
ИЕ ЖЕН, y, уо 是 4 对 于 模 25 ЗН „Тул, + 
AA а 对 于 模 Ре 0," 的 指数 。 所 以 与 m 互 素 的 每 一 个 4 


9 


( 它 也 与 所 有 的 27, 0, p'u HORE 9 — # IE У, y, 
Yi, cs yk ФЕ сеоба се pm) АЯ, Уо, Уз, 7, Y 中间 ( 6, g, 
$4,6). ЖУ, Yo Yu 27 独立 地 通过 模 o со, са, 0 的 非 负 的 
最 小 剩余 组 ,就 得 到 这 От) о MH. а 的 所 有 指数 粗 ， 可 以 由 
FTIRA RIERA V, Yo 71,…, v 组 成 ; 
y==y'(mod c), yo==y (mod со), 
ул | (mod с1), +, YVr=y t (mod гр). . 

有 已 知 指数 组 y, Yo, Y … У» OC а, TELA BR] ФН (1) 

RAS, МНЯ m ПНС Co pue $ 3, b), 


по САК 3 

с. М а Р m С 7, Уо, Уа, …, Ys. ЊЕ РА 
2", pP , e, p." 的 指数 ,所 以 下 和 刘 定 理 鞭 实 。 

乘积 的 指数 ,对 于 模 ccooc…c1, 与 它 的 因子 的 指数 的 总 和 同 侈 。 

d. тест) у аса, ffi r= 3 pC) Чара. НЕ 
т, а, … съ B I Ze fË РА m H.3 а, 同 余 式 
m=] 对 于 所 有 的 模 2", р, pa 都 成 立 ， 这 说 明 这 个 同 余 式 
РР та ЈЕ MAH посту, a 不 能 是 模 w 的 元 根 。 但 
是 当 a>3 时 , 当 《>1 时 , АМ: a= 2, k=1 ВЕ, ВТ (т) EE 
Мо ЕД т, АЖ т, 4, 0, 2p! 的 情形 下 ,地 可 能 
有 元 根 存在 。 但 是 在 这 些 情形 下 元 根 的 存在 已 经 证 明 ($2,8$6)。 
所 以 

对 于 大 于 1 的 模 m, 有 元 根 存在 的 所 有 情形 是 

т= 9, 4, p*, 2р, 


m м 

以 下 2 总 表示 奇 素数 ,但 在 问题 11, b 里 也 表示 2, 

Та. mta жж, а:> 1 МЕРА, a? 一 1 的 奇 素 绝 数 不 是 除 尽 
“一 就 是 有 形式 2p* 十 le 

b. ito А, a1. WEBB, атт 
2+1, "m" 

€. 证明 形式 2pz 十 1 的 素数 的 个 数 是 无 限 的 。 

d. п Ж, noL 0. НЕ, 2" +1 的 移 数 有 形式 
24+12 十 I。 

2. ка о > 1, n 是 整数 ,>0。 诈 明 Ф(а" — 1) п 的 
倍数 。 
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3, 2. Еп ЛЕЖЕ, >. Чп 是 奇数 时 ， 从 数 1 2, o, n ЧЕ 
成 排列 


1,3,5,-,»—2,n,"—],"» —3,--, 4,2; 
1,5, 9, 7, 3; 
SES, Toi n 是 偶数 时 , 旭 作 成 排列 
1,8,5, 0, n—1, n, n— 2, 4, 2; 
1,5, 9, =, 7,8; 

等 等 。 证 明 ， 第 & 次 这 样 的 运算 给 出 原来 数列 ， 在 而 且 只 在 
9:==+1(поа 2 一 1) 了 时 。 

b. ix XO, n1 m 是 整数 ,mm>>1。 我 们 来 数 1, 2,…… , 
п, AENEIS MA, 1 3568] n, HEUS JA, п 286] 2, АЈА SCR М, 1 #28] п, 
HEHA п ЭС] 2， 等 等 。 在 这 样 的 数 法 中 写 下 第 1 个 ， 第 办 十 1 
个 ,第 2m 十 1 个 等 等 的 数 ,直到 ?个 数 都 写 出 才 止 。 对 于 这 新 的 数 
刘 重 新 使 用 同样 的 运算 ， 灯 六 下 去 。 放 上 明 第 次 这 样 的 运算 答 出 
原先 数列 的 必要 而 且 充 分 的 条 件 是 

т’ == 41 (тппод 2n — 1). 

4. PRERA s ——1(mod p) (HME 10, с), 应 用 第 二 
章 $ 3, d, 证 明 属 于 方 次 数 8 的 数 有 2(3) 个 。 

5, а. #EBH 3 是 形式 2+ 十 1, n>1 的 素数 的 元 根 。 

b， 证 明 , 形 式 2p 十 1 的 素数 ， 当 P 了 是 ntl 形式 时 ， 有 元 根 
2, 3$ p 是 An 3 形式 时 ,有 元 根 一 2。 

. 证明 2 是 42 十 1 形式 的 素数 的 元 根 。 
d. 证 明 3 是 下 烈 形式 的 素数 的 元 根 
| | 
3$ 
б,а, п) Бе п EXER, n0, бар-а + E (p— 1)", ЖЕНА 
Sez — 1 (mod p), ЖЖ п XE p 一 1 的 倍数 ， 


2^p-rF1, n71, s> 
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S==0(mod p), 其 他 情形 。 
B) 采用 第 五 章 间 题 9,6 的 记号 ,证 朋 
p—1 


SQDm-| ^ | (пой), 
多 一 工 
4 / 
b. Hi 3 4, b, 证 朋 威 尔 小 定理 。 
7. 设 9 和 9 都 是 模 了 的 元 根 ，a indy д1==1 (mod p 一 1)。 
а, &(а, 2)=1。 证 明 
indg, azza indga( mod 2—1). 
b. in Æ piii, 1<n<p—1, БРНЖИЖ Я 
”成 2 个 集合， 使 得 属于 第 s 个 (s= 0, 1 2 一 1 集合 的 数 都 适合 
条 件 ind azzs(mod n), ПЕНИ, 如 果 51 寺 as(mod n), 则 对 于 底数 9 
有 号 码 s 的 集合 ,与 对 于 底数 0i 就 有 号 码 s1 ИЕН. 
8， 在 模 ?2 的 某 个 元 根 9 已 知 的 情形 下 ， 指 出 解 同 余 式 =a 
(mod p) (RIRE (п, 7p 一 1) 不 太 大 ) 的 最 简 砷 的 方法 。 
| 9. Ех m, а, с, Co, €, *** Ch, Y, Yo У, 7 Ys 有 $7 里 所 说 的 值 , 
RITE 
R =1, R °=1, R? =1, = 
的 任意 根 В, Ко, Ri, e, R. 假定 
х(а) = Е? RPR RI, 


ПЕ (а, m)>1, 则 假定 x(a) — 0, 

ПОВЕЛ EERS TNA SE AA хе ЕН ЖК, пия 
ЖЕ 3k. Ч R= R = Еј = = Ry= 1, EUM SE; CPE 
(a,m)=1 FÆ 1, (а, m) 1 时 是 0。 

a， 证 明了 上 述 方 法 使 我 们 能 得 到 pCm) 个 不 同 的 品格 (两 个 品 
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格 说 是 不 闻 的 ,如 果 它 个 至 少 对 于 一 个 a 有 不 相等 的 值 )。 
b， 引 出品 格 的 下 区 性质: 
а) x()-1. 
B) х(алаг)= x Ca) x Cae). 
y) x(a) = x(as), 如 果 aa. ( mod m), 


с. AER 
< (970, МОРЕ, 
2) _ 
= 0. 对 于 其 他 的 品格 、 


d. 证明, 对 于 已 知 的 “ 取 所 有 om) 5546 T UI RA 
9(m), ЖЖ a==1(mod m), 
> жао N 
x 0, 其 他 情形 。 
e. REA (а) P BERE BOR а 都 有 定义 ,而 且 适 合 条 件 
ф(а) =0, Ju (a, m) 71, 
фајл 0, 
Ф (ааз) = (a) фаз), 
Ф (аз) = (аз), 如 果 a ema. (той m), 


i34 
МЕНЯ (a) 是 一 个 品格 。 
f. ДЕВА ИЕН: | 
а) 如 果 yia) ха) жи , НИ (а) (а), 
B) WR y (a) 是 一 个 品格 ， 而 且 Ха) 通过 所 有 的 品格 ， 则 
Xa(x)X(Co) 也 通过 所 有 的 品格 。 
y) ЧО, т) =1 时 ;我 们 有 


DI pup. 
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х(а) TE 如 时 аг= той т), 
XD lo, — 其 他 情形 。 


10,82. Sin E p— 1898 DG, 1<n<p 一 11 是 整数 , ЖА» 
rit. 2ni ind z 
Be. Жет 是 方程 89 二 =1 的 根 , Ме” ^ ( 当 z 是 了 
的 倍数 时 , 它 等 于 0) ЈЕ p АН, 
a) "Lk, p) =1 ВР, REB 


p—1 Linie kt -linde 


2ri 
у. =- 


z-i 


B) ROTEN, 1«Q«p, 


; Linde tz) 
s- X виза fS aem Y" 
20 
ЛЕНА 8=(р-9)9. 
Y) пе рат п>2, М XXE, НЕЛИ М, М+1,. 
M 2U[nV р ]—1 中 间 有 属于 问题 7, b Ei s 个 集合 的 数 。 


СЕОБЕ ОЕТ 
ж, М В. НЕМ ERA 
М,М+1,: s Med РТ -5 ey |-1 
中 间 有 模 2 的 元 根 。 


11,8. ix a 是 整数 ,2 E p— 1 ВК, 1 np —1, k EKE 
n 除 尽 的 整数 ， 
| p-1 wi kinda 21455 
Оа, p= е "о. Р. 


+=} 
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а 


а) (а, р) =1 8, REPR 
Us p] = Vp. 
P) KERR 


2, zkind a 
n = n 


Ui, р 


е 


Y) B PHP, 4m +1, 
2—2 9, ,ind(z" + 2) 
NES > € 4 
#=1 
ЖЕНЯ p= 42 +В? 这 里 4 В 都 是 整数 ， 由 等 式 8= A+ Bi EH 
(参看 第 五 章 岗 题 9,a 和 9, ©). 
b， 设 %* 是 整数 ,n>2,m>1, (а, m) «1, 


пі" 


9,4 82" , 
2m" , m 
So „= У. "о н 2 е , 


z i 


XH z 和 分 别 通 过 模 m 的 完 双 剩余 粗 和 与 模 互 素 的 剩余 租 ( 参 
看 第 三 章 间 题 12, d 和 第 五 章 问 题 1b 0), 

а) 裔 3=(a p—1), RER 

(Sa, p| «(3—1)Y P. 
В) (п, p)=1, 5 ERI, 1<<то RER 
8а, ре pt71, D'a, ps =0. 
У) RE s 是 整数 , вп, 证 明 
8а, ps == р" ба, ps-n, D'a, ре = 0, 
Š) REM 
1-1 
IMP 7, 

WK C 只 与 2 有关。 

12, BE M то 都 是 整数 , 0 M M HOLP, 
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а. to Пр-т, 1n p—1,k ARE n EJ EE 


5 RER 
M+Q—1 


| од, indo — 
| № е n «V p» n р. 
I dnd 

z-—M 


b. zt ти 7, b 里 第 s 个 集合 里 的 数 出 现在 数 M, 
M1, М+9—1 НИК МЕРА 
T = 9 40v Pin 25 [81 1. 
€. RE k р 1 П, 五 是 模 P 的 元 根 出 现在 数 
M, M1, M-Q—1 中 间 的 个 数 。 证 明 


н P27 Dq+0 pln p; |0|<1. 


d. М, 和 都 是 整数 , ОМ, <M,+0<p—1,J 是 数列 
ind M, ind(M-E1), -«, ind(M--Q—1) ВАО HUB ЈЕ ВО M, 
М. +1, ttt M i+Q—1 中 间 的 个 数 。 REBA 
J = Ф ду Pnp); |6]<1. 


13， 证 朋 适 合 下 面条 件 的 常数 po 的 存在 :如果 po po п 是 


2 一 1 的 约 数 ，1< <2 一 1 ШИЙ р) п RERA нЕ A 
1 : 1 


<ъ; h= ° (In р)2; c=2 ^. 
14,8. ig m1, (a,m)=1, 


m-im-i ату 


214 m-i 
S= У У see ". У (а) х 
#=0 


z=0 y=0 
m-l 
Y 1000)1°=. 
у=0 


A  |S|<vXYa. 


m W nt 


b, a) i т>1, (a, m)=1,% А ЕЖЕ, п2>0, K X ERAK z"==1 
(mod m) 的 解答 的 个 数 ， 


S- > Ora т 
а=] 
AE H3 [8 | Аут. 


B) 设 8 是正 的 任意 常数 。 关 于 问题 a 里 的 K, 当 % 是 常数 


К =О(т*). 
15,8. (а, p) = (b, р) = 1,9 М, |n| =m, 0< e p, 
p-i 2 аж" + bz 


* 
s= У е 


ж=1 


ul 
E 
|= 


3 

|612, 2 р“. 

b. BECA, p) =1,9 是 整数 , |n| =m, 0р, Ma QUU: 
整数 , 0 Mo Mr Q<, 


а) Ë 


RER 18 
1813 п, 2р“ In p, 


B) W M d Q 都 是 整数 , 0M —M + д<р, ТЕМ 
Az". х= Мо, Мо-+1, +, Mo 十 Wo 十 1 Hy У РЕМ, M + 1, --., 
M +Q—1 同 余 的 数 的 个 数 。 证 朋 


18 
T = 999-408», 2 p4 (In р); 01-1. 


us НИЙ 85%] 


e. (а, p) =1, b dn c ЖЖ, (02—440, p) =1, 
a) 设 7Y 是 整数 
p—i 
2 aa? + bx +6 wri E 
S= У (5 | т. 
х=0 
REB BE 
|61<2 pt. 
В) 设 M Жо ЖЖ, 07M «M + Q<, 
M+Q—1 zp 
E qux*--602z4-c 
s= У (eret) 
«=M 
RIEBH 8 
| 1812 рер, 


пя 题 

1 3， 用 尽 可 能 简单 的 计算 方法 求 7 对 于 模 43 所 属 的 方 次 
数 。 

b. j; 5 对 于 模 108 所 属 的 方 次 数 。 

2,8. 17, 289, 578 的 元 根 。 

b， 求 模 23, 529, 1058 的 元 根 。 

с, ЖЯ 242 的 最 小 元 根 。 

3,8. ЗНО 17 的 指数 表 来 。 

b. ЗН 23 ВНЖ. 

4,2. EJ S 5,6 的 例子 的 说 明 求 模 71 的 元 根 。 

b. GE 191 的 元 根 。 

5, 3， 利用 指数 天 ,指出 下 列 同 余 式 的 解答 的 个 数 : 

a) z$0==79(mod 97). 


| | нш т 
B) «5517 (mod 97). 
y) zl5==46(mod 97). 
b. ЗТ А SNB Pn 2k: 
а) 3z12==31(mod 41). 
B) "a'zx11(mod 41). 
y) 6x99—37(mod 41). 
6, 2. FI JEDER MIRR: 
а) a?zx59(mod 67). 
B) 23==17 (mod 67). 
y) x9 —14(mod 67). 
b. RRRA: 
а) 23z5==15(mod 73). 
B) 372в==69(ппод 73). 
y) 44221==53 (mod 73). 
7,8. AJH $ e 的 定理 ,确定 下 列 同 余 式 的 解答 的 个 数 : 
a) аз==2( тоа 37). 
B) 21%==10(той 37). 
b. паж T Als] ЈАНИ: 
a) a*3(mod 71). | 
B) 271==5(тпод 71). 
8, 3， 应 用 问题 5 的 方法 ,， 解 下 列 同 余 式 (在 解 第 二 个 同 余 式 
时 ,使 用 这 本 书 最 后 的 元 根 天 ); 
a) z=37(mod 101), 
B) xz5==44(mod 101). 
b， 解 同 余 式 23==23 (mod 109), 
9,&， 利 用 指数 表 , 在 与 模 19 互 素 的 剩余 组 中 指出 : ) 平 方 剩 
Ф, В), 
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b. # 54 37 互 素 的 剩余 组 中 指出 :oa) 15 次 剩余 ，0) 8 AR 
Ro 

10,2. ДЕБ 43 互 素 的 剩余 组 中 指出 : 9) 属于 方 次 数 6 的 
#, ВАА, 

b. 在 与 模 61 互 素 的 剩余 组 中 指出 : а) +T J 10 9 
Jo В. 


问题 解答 


第 一 站 

1. az+ by o d 除 听 得 的 余数 ， 还 有 形式 az! eb! 而 且 小 于 
а, BORSA, РЕЈА 4 除 尽 所 有 形式 az 十 by 的 数 。 特 别 地 , 它 
同时 除 尽数 a.1+5.0=a 和 a.0+b.0=b。 另 一 方面 ,4 的 妥 示 式 
指 江 4a 和 5 的 每 一 个 公物 数 都 除 尽 d4。 所 以 4 二 (a, 56)。 这 样 一 
X, $2, d 的 定理 也 证 明了 。 至 于 82,e 的 定理 可 以 这 样 得 到 : W 
A ата + bmy 的 最 小 数 是 отаг туо: 而 形式 ?十 3Y 的 最 小 
数 旭 是 $^ tius 

这 些 粘 果 的 推广 显然 是 对 的 。 

2， 我 们 先 注意 到 , 雨 个 不 等 的 有 理 牙 数 寺 和 于 (>0, n>0) 
PERAR >lo RUBE Dcus BEEF 5, ИЖ ERA 
数 了 有 条 件 0 过 5 过 8:。 我 们 不 可 以 有 e: «Sui, 否则 就 会 


有 下 面 的 矛盾 情形 : 


BREL S <Š, RE 8, a< 在 这 两 种 情形 下 ,都 比 更 接近 aç 
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3. "n« 6 M, кв ВОДЕНИ АЕ n6, F 
是 就 有 


£ MY S. 1.618: •-:Лод , € = 0.2---; 


Q42217 9171, 
QR + 12292 = 27€, 
QR + Q29s — g2- 909-1 ë, 


ee 


[4 十 Qu-2 >n- 1 二 gn-s 十 Яп-з226"° + et = ё"? 


Bb — NL£US ac wd 4+2<5% 4-2; ns Bk 4- 1, 


4,8. Р ED 于 我 们 有 0 “1 一 1。1= 一 1。 在 有 条 


件 4D 一 80= — BART UT TRIBUM О, 我 们 有 


A(GI--D)- B(A& C) - (A4 0)D- (B--D)C- 一 1。 所 以 在 问题 
зена Бан па С 5, Len 3 E 
T 不 可 能 存在 。 否 则 我 们 就 会 有 


k а~ 1 с k. 1 c 
I i? d -—i?w d - 27р 


b, MRH, 只 要 讨论 oca 1 的 情形 就 够 了 。 "m <> 
XUB DOR T ABS r ПУНО ВВ АН. ПЛЕН 
种 情形 ; 


а a+c a+c 
у SU E bri c7 


所 以 下 列 ои 


= ; ева: |° “ава 
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于 是 根据 bdo, 所 说 的 定理 立 浊 可 以 推出 。 
e. Ща 是 无 理 数 时 ， ИЕ о 的 是 近似 分 数 二 一 


H Qi KT <Q,, 定理 可 以 从 $4,h sn. # MM 
形 里 ， 上 面 的 证 朋 只 适合 于 b>>7 时 。 但 是 当 OKT 时 定理 也 是 对 
的 ， 因 为 这 时 只 要 访 0 一 0，@ Пана + 本 身 来 表示 。 

5,8. 奇 素数 被 4 除 答 出 余数 1 或 者 3。 形 式 4m+1 的 数 的 
乘积 还 有 形式 4m 十 1。 所 以 设 pu … py 都 是 形式 4m З 的 素数 ， 
划 数 4p1…2s 一 1 一 定 有 形式 4m +3 的 素 移 数 q, 而 这 个 q 不 等 于 
Dy Py 中 间 的 任何 一 个 。 

b. 大 于 3 的 素数 都 有 形式 em+1 或 者 6m+5。 届 pb …， 
py 都 是 形式 6m--6 НОЖ, ПУЖ бр pi — 1 — ЕН ЖА бт+5 
RIRIS q, 而 这 个 9 不 等 于 та, oo, py 中间 的 任意 一 个 。 

6， 设 P1,…, Pr EIER k DRE, NEREAREN, 
(31n №), FERA 1,2, N vp A Е ЖА Ка Ip e 


2," 的 数 "的 个 数 ,由 于 а, St 


P,- 
871, ix 


In N k . 
«( € +1) «(31n Ny N, 


所 以 在 数列 1,2, … N 中 能 找到 数 ,在 它 的 标准 牙 解 式 中 除 掉 д, 
… Dy 以 外 还 有 别 的 素数 。 
7. yim, 当 
M «2:3: (K 1) 2; 1=1,2, =, 
我 们 就 得 到 所 求 的 数列 。 

8、 取 整数 ze 适合 下 面 的 条 件 : 9 z2>zo BF (2) > 1, 和 而且 
f'G)>0, RE Јо) = 有。 则 所 有 的 数 f(xo-- XO; #=1,2, +, 
都 是 复合 数 (X МЕ), 

9,2. 《1) 式 中 的 z, y 一 定 有 一 个 (例如 zx) 是 偶数 ; 从 
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e oc4yc—y 

(5) 79 9° 
这 里 显然 有 ( 43, 8), up pL UE SOC 3 v 存在 ， 适 
fr: | 


S ир 2+5 У. 


2 ” 2 ” 2 
由 史 推 出 问题 里 所 说 的 条 件 的 必 变 性 。 
这 些 条 件 的 充分 性 是 很 明显 的 。 

b. 我 们 葛 定 下 面 的 字母 RARER E. BRES Af 
ai p у“ =, 2770, у>0, 2220, (2, y, =) =1 ВЯ z, у, 2 ВН То IA 
其 中 选择 有 最 小 的 2948. ЕВЕ z ЖИВИ, ЖИРИ а? = 200, 
0% =u — t, wv], (и, 0) =1, 这 里 。 是 偶数 (如 果 “ 是 偶数 ， 则 
y! -4N +1, à! 4N,, ? -AN,4-1,4N + 1 = 40) — ФУ, —1, 这 是 不 
ВНЕ) о НН u-21, v—2w?, y? -Au* 221, 9и? = 89101, =, 
v;—yl, 91 yi ==а1, BUT zo, 这 是 不 可 能 的 。 

从 方程 到 十 多 = 和 的 不 可 解 性 ,作为 特别 情形 , 显然 就 推出 方 
FE et +y =t R EREE x, y, 1 的 解答 。 


10. ВЕК == 5; D= 我 们 得 出 


ача фи" =, 
”所 以 如 是 1 的 倍数 ,因此 1==1。 

па. редове ос» 的 最 大 整数 ， 而 了 是 所 有 不 
KF n 的 单数 的 乘积 。 则 在 表 成 和 式 的 数 27 PS 里 ， 除 掉 
2-1 Ра 以 外 ,所 有 的 项 都 是 整数 。 | 

b. Bk 是 适合 条 件 3:<2n+1 的 最 大 整数 ,而 了 是 所 有 不 大 
于 2n+1 而 且 与 6 生 索 的 数 的 乘积 。 则 在 表 成 和 式 的 数 3-!PS 
里 , 除 掉 371P3, 以 外 ,所 有 的 项 都 是 整数 。 
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12. "n <8 了 时， 定理 可 以 直接 核对 。 所 以 可 以 假定 在 n>>8 
时 定理 对 于 二 项 式 a+b, (a 4-009, (ac bt Eug Se P, ЗЕ 
ЕПА XE PRESE (a + 0)" din ES, (HAEC ЗАЛЕ JE ЈАЈА ТИЈ E, 
除去 两 头等 于 1 以 外 ,是 下 面 的 数 : 
п è n(n—1) . mn(n—1)-2 


1' 1.2 7 "FE-(-1Y 
xx Bop A sr Bur ifii Н.Е РАЈ ЕЕ: 它们 的 等 于 * B 
十 头 是 奇数 ， 而 且 其 余 的 数 在 把 分 母 和 分 子 里 的 奇数 因子 都 去 掉 
АА БЕ n 2n + 1, ЕН ИЛИ ЛЕ F X23824 
中 的 数 : 


т n (ni —1) mR —12:::2 

1' 1:9. 7 > 3(n—1)" 
由 于 таст, ау, ftHH iem 有 形式 2 一 1 时， 也 
就 是 说 % 有 形式 2(2:— 1) +1=21:—1 时 。 


第 二 章 
f 1,2. fci у=/(2) НА z É9 НИЖУ, A 
LfCx)] 个 所 部 范围 的 整 点 。 
b. š% Tr, T, 和 了 分 别 表 示 下 烈 范 围 的 整 点 的 个 数 ， 
Q DP. 
0<2< 3， ос 
0o<y< ，0<z< y, 
029, cum. 


ВИНО АИ ЈА Ti T. = T HEU 
€ it Ti, Ts Ts Та 分 别 表 示 下 型 范围 的 整 点 的 个 数 
2=0, KYS"; 
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—-— T Ar2 
0< < i /3 Qc yx V r?— a7; 


EE «ивы, 


T T 


RERAMA T =1+4(7, T, T,— T.) 推出 。 

d. g T, Ta, T. ЗО F RY RREA A A: 

оса, oye; 
дати, осусе n. 
PRERITA T = T, +T: T, 推出 。 

2， 不 超过 % 的 正 整 数 的 个 数 等 于 [n 1, 它们 每 一 个 都 可 以 唯 
一 地 表示 成 形式 an, 这 里 是 正 整 数 ; 而 与 一 个 已 知 的 = 对 应 的 
зай [У | 个 这 们 形式 的 数 。 

3， 我 们 先 牙 明 所 褒 条 件 的 必要 性 。 设 叉 是 整数 ，N>>1。 有 
条 件 [az CN 的 = 值 的 个 数 可 以 表示 成 二 二 Xi; ОСАО, 而 有 
dE By KCN У 值 的 个 数 则 可 以 表示 成 三 十 Na; ОАО, 这 
里 C 和 0: ЖМЕМ, IE е, ИМ 
BGEOEBHEDR, M оо 时 ， 我 们 得 到 T + 一 I。 最 后 这 个 
等 式 对 于 有 理 数 o= —(a>b>0) 将 会 输出 [ab]= [Bad] 

假如 所 说 条 件 有 了 。 设 。 是 整数 ，c>0, xzo= 六 十 和 о 
= 万 + 是 有 条 件 m. 名 六 三 的 最 小 整数 很 明显 地 ,[arTs。 
对 于 25: Mi CEVIS 对 于 YEY, 061, 001, a£ fii Bn 
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ВНОК HF то yo o mE, 我 们 有 SL +671; 
所 以 аё 和 8n 有 一 个 而 县 只 有 一 个 小 于 1, 因此 数 Caro] #t СВуо 
有 一 个 而 且 只 有 一 个 等 于 co 
全， 所 褒 的 差 数 等 于 
(axi), {а(аа— 903, e, {а (ар 21), (17 аа}. 
它们 会 是 非 负 的 ， 它 们 的 总 和 等 于 1, 而 上 它们 的 个 数 等 了 #+1; 


ВН САУА < 这 样 一 来 ， 就 有 一 个 


小 于 上 而且 有 形式 {+00}, 0<0<т 的 数目 存在 。 从 +aQ= 
=[+aQJ]+ (aQ), В 士 [ 士 x8]= 忆 我 们 得 出 |ag— P | 1, 


b. 假设 № X = [X] Yo-[Y], Uy Z =[ Z], a o, y, 5 2 通过 


х=0,1,:, Xo у=0, 1, +, Yo; $220, 1, "e, Zo, 
来 讨论 由 形式 {az 十 By 十 … 十 72} М 1 ВЕРИ ЈЕНЕ 
成 的 数列 。 我 们 得 到 (Xo 十 1)《To 十 1)…(《Zo 十 1) 十 1 个 数 , 从 这 些 
数 我 们 得 出 (Zo 十 1)( 了 6o 十 1)…(2o 十 1) ЛЖ. КЖ 


差 数 不 大 于 


1 DE 
(Xo-F1)(Yor1):- (2+1) XY...Z ` 
由 此 很 容易 可 以 得 到 所 说 的 定理 。 
5. RPA а =4 +7 (а); 0O<r<o 


E He e Не 
6,23. RFA 
Са+8+:-- [о HERES] ГА] + {а} + (8) ++ 033. 


b, f£ n1, at, ПОВЕРЕН 


7. BOE BÀ ИТ АНУ а FER. ПЕЛЕ ИЕ 
а == 9р" gy pt +910 – Фр t d; 
0C qx p, 0<9ь-1<р, :::, 0 di p, 0 do p, 00 <р. 
根据 $ 1, b, 应 该 有 
h =qrur + dr yUk-i + dia + Qoto, 
再 有 ,对 于 任意 的 s=1, 2,…, m, 我 们 有 
qs-1Us-1 ds-2Us-s +t 4194 qo ил. 
所 以 上 面 关于 到 的 表示 式 应 该 完全 和 问题 里 所 说 的 相合 。 
8,a， 设 zí БА, бас ВЕ, v са Bn bl. ЖМ 
积分 法 ,我 们 得 出 


B B 
= лоо | рав -a 


| B 
ово (а) Ca) +È s Gor" coa. 


特别 地 , 当 Q<, zi +1<R, TEHER, 我 们 有 
zii 21+1 


- | fese- fern feo | СО 


所 说 的 公式 现在 可 以 不 费力 地 得 出 了 。 
о. зера 里 的 公式 改写 成 : 


Е Q . 
У гаје {оаа rox oarao- ecorie»- 
9<=<в 


Pss 
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— GD СВ) (09) SCO) +) e Of" (ван Ao Gf" Gods. 


R 


就 可 以 肯定 所 说 公式 的 — 
ce， 应 用 问题 b 的 结果 ,我 们 得 出 


In 14]n 2------Inn «C En In uos 


n 


一 innn +0(ln n). 
9,2,0) RMAC 1, b) 


no 人 [ma Q 
p< 


AHD Ае И In Pp 的 和 式 ， 对 适合 条 件 : РЕЖ, poo, 
80, <<, BEES Cp, s, u) BE, ТИ, 54520 s 和 


“对 应 的 部 分 ,等 于 [V ° ); Ti 5303209 и str RIZ, WEF 


B) ЖТ "22, 应 用 间 题 a 的 结果 ,我 们 有 


pnp-en (3) -ete) 963). 
(1) mio (т), 
[№ ен, sept Сот al D eme); 
ДОНИ СО HI 


сеје“ ER ED асот), 


i90 о BRE 


MOO 
_ (5 3 EL .=9n. 
у) 我 们 有 (问题 6 的 解答 和 半 题 8, e RARO 


Y(n) — -(5 је (5 -)- emet 
=n) (97091-3 2 |im | 2 |а |+ 


--O(1nn) = In 2 --O(1n n), 
再 有 ,对 于 822, 我 们 得 出 ( 间 题 6): 
«2Vn 所 有 情形 


о 
уак) ve 
еня) (8) -962)-5)4 


<un +V n а n + А n сат TA n) 0n). 
b. дат), ME a, 8 的 不 等 式 和 问题 8, e 的 等 式 推出 。 
e. МИРАЖ КИ met 
шр In m-00Y2 5, > >L 
m <p<m° m <p<m° 
T: 5d T BUE XE 4r £ fE те peream? 的 数 偶 Pr, pa. a, 不 等 
pum pPO-c8) 成 立 , 则 就 有 
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OU TEX MI т ГЕЗИ, | 
а. BB SEHR, уви n XB SET, 
00) =T] e 是 素数 ,7(7) mo trol 或者， 是 复合 


数 ,我 们 就 有 ( 则 题 b) 
УС) +У(2) +- +y(r)=1n r +a(r); |a(r) |, 
这 里 01 是 常数 。 由 此 ,对 于 ?+ 之 1( 我 们 认为 a(1)=1) 
y(r)-In r—-In(r—1) t a(r) —a(r—1), 


> + =i +T n =Y 107—10(7—1) 


In r 
0<>p<x 1<r<n 
m- Ñ er) 
In r 
. 1<r<n 
RA CHRE 8, b) 
- 1 _ 1 1 mu 
Ti > rinr + > (а ) 
1«r«n i«r«n 
- C enna so (15), 


这 里 О. 是 常数 。 再 有 我 们 得 出 
1 ) a(n) 


T, = a (1. at -+a(n— esa D ша Inn 


但 是 对 于 整数 m1, 我 们 有 
1 1 1 1 _ С 
afan marp) rero marg) t Tina 


E H 1 
nita ga) t O(a- pat | 
AUS; 因此 如 朱 С. 是 它 个 的 总 和 , 则 


1 
T e = +0{ — 
(6 (d У) . 
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"IH 6-5)7- 35- 2 (ви itg) 


p<n 
-C'—In In n4-0( 1), 
inn 


这 里 0' ERK MIERI O= In Co 我 们 得 出 所 说 的 等 式 。 

106,2. A $2, e HEH 

b. ir) - 001) 7 1, B а) 36 82, 2 І, B 
a= aa, АВ a ДЕНА ERER TRAER RAE 

Y Xouan-59-90)0)- У У да а. 
d,NG,: d$ Nds diNa, daN aa 
а) 

如 果 82, a 的 条 件 2 对 于 所 有 小 于 “的 乘积 成 立 了 , 则 对 于 ds< 
<a ВН 9(а14,) =0(4,)0(4,), 而 等 式 (1) ЖЖ Н O Caa) = 
(a4) 8 (а), 这 就 是 就 ，$ 2, a 的 条 件 2 对 于 所 有 等 于 “的 乘积 
апаз 也 成 立 。 但 是 $ 2,a 的 条 件 2 对 于 等 于 工 的 乘积 1 成立。 
因此 , 它 对 于 所 有 的 乘积 成 立 。 

112. топ 对 于 除 尽 < 的 每 个 答 定 的 zm, 不定 方程 


Zi Хью = G 有 Tm- (2 E) 个 解答 。 所 以 


Tm(0)= > Тт-1 (2) 


EmN a 
但 是 当 zw 通过 a A, d= 二 以 相反 的 顺序 通过 这 些 构 
数 。 因 此 ， 
т„(а) = > та-1(8). 
4х а 
PPL Н TFR та 100) WET, АРЕЖНРИ ra (а) 也 
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х= b 10,2), Ји ВА ЈИ т.а) =1 R, KRAE 
b. dE m (fi HE BEXET Tma RET, КОЖА 


有 
Tn(4) 一 TmZ Tn Pr) = (Тт-1(1) –Та-а(Р1)):"• 
(тъ 101) Tuam) = (124-m— 1)* — те, 
但 是 定理 对 于 画 数 та (а) ИЗ, ЗАДЊИ BR'ES e Je ЗЕН, 
€. Бе в=тб, 5,20 ар, ер,“ I appel WS ЕН. 
Pu: Pe ЕВА PA JNIBS FHA SET RA т.(а) =т(а), 我 们 有 
т(а) о +129+1 . cz 十 1 | 
а" “т 9917 g^" Ета" 


1 
在 右边 的 乘积 里 每 个 MENAT a A 的 因子 


quon Ber rri cns BUS BE С = G y, ,我 们 得 出 
т(а) А . т(а) N c _ 
< n Jim теа < im ai 0. 


HF mn2,1881958, RIA та Са) < ((0))", ЈА 
da RPS im ("D = 
d. АЈА ТИ КНИН ti o, ха 可 以 从 成 有 号 码 1,2,…， 
[nj 的 [nj 个 集合 。 把 有 条 件 2): 2, =a 的 组 放 在 有 号 码 a МЕ 
合 里 ; 这 些 组 的 个 数 正 好 是 T (а), 
12， 对 于 R(a)>>1, 表示 C6) ПОЕНА RE. BIA 


Ee") = m У је 


ni-l пас] 
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TEEDSU-T ELAIIE п, АЕ попа mn ARE mi, s Пи 的 个 数 等 
于 Tm(n)。 
1,2. xr Кбо> P= || й, те 
p 1— pr 
p 


1 cit 十 … ЖЕ М2, 我 们 有 


Uor 3 Hy 
p«N1— р" 0 <n<N 
这 里 在 右边 的 第 二 个 和 式 中 , n HB КОРУ ТОК SEC ENTIS 
素数 所 除 尽 的 数 昌 。 在 Noo 的 极限 情形 ， 等 式 左边 趋 近 三 , 诈 
右边 的 第 一 和 式 趋 近 “(s), 第 二 和 式 趋 近 雳 。 
b. 2E N72, ВЖЕ ра, c, рь 以 外 没有 别 的 素数 ,我 们 得 
ШОР а 的 解答 ) 
k 


XAR k 1+. ++ 十 … 的 发 散 性 ,对 于 充 耸 大 
的 六 不 可 能 成 立 。 
e. БЕ Pi …, рь 以 外 没有 别 的 素数 ,我 们 得 出 ( 则 题 a) 


k 


ПЕ 一 一 一 т 750). 


1-1 
7=1 n; 


这 个 等 式 由 于 (2) = 7 aom ВЕНЕ. 


14. 对 于 R)1,BfER 13, а BÆT CC) И) И а 
СКИ 所 以 у 


9 = s . 135 


mto- У (1, + 工 stg) 
? 


2р2* Зр? 


这 里 2 通过 所 有 的 素数 。 微 分 以 后 ,我 们 有 


гоу (- арлар T .)e y AG. 


15. 设 力 >2。 应 用 $ 3,5 的 定理 ,我 们 有 
1|. (п), Хр) 
П(-;)- 20 Y". 
pN остеју 
这 里 右边 的 第 二 个 和 式 里 РАЗВЕО ЕАУ N foto 
所 除 尽 的 整数 。 在 极限 情形 ， 当 N> 时 ,我们 就 得 到 所 说 的 恒 
等 式 。 
16,2. № 83, à 到 下 列 情 形 
ô=], 2, Гаф f = 11,1. 
于 是 很 明显 地 S'=1。 再 有 SER 5 取 倍 于 d ORA C, ВЕ 
n 
成 | 上 
b,a) 问题 a 里 等 式 的 右边 表示 画 数 (4) 9466923430, 它 对 
范围 2-0, осоо 里 的 整 点 (4, v) 展开 。 这 个 和 式 中 ,与 答 定 
анном (T), 
B) WESUSGK I.T BW T МЕКА ЕМИН): 


VOER E sagi )e ..=1, 


wu? јен (а јез. 


Se. Bx mp En]; ду, Š 2,'** ‘On 由 后 面 的 条 件 决 定 : Š, ж 1х9 
TRR :的 最 大 整数 ，f,=1。 于 是 S = T, ба 等 于 不 超过 的 
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о ва 7, | 田 此 就 得 到 pi, fora 
示 式 。 
特别 地 FE LO = 全 ,对 于 不 超过 % 而 且 不 被 大 于 1 的 太 
方才 除 尽 的 数目 的 个 数 Ta n 我 们 有 
Ta a= n+O( n). 


17,8. Jati ak A $ 3, ú ЕН ВИЕ 
8,— (z, a), fa (а). 
b. БРАКА, $ 3, d 推出 ,如 果 我 们 让 
да == (249, n, 200), fam Ј (аб, e a). 
e. ) S3, а 到 下 和 列 情形 


а {а 
д SRCE) 7 (8 ) E (g) 


这 里 的 那些 д 表示 a УР, ВИРА 


saros 5а) 0) 


а 


D Na 
d. 所属 等 式 可 以 从 下 式 推出 
У ХФ Уф 
Р'=ј, ах; f. d; fa 458, 
18,2. ЈУНИ 17, а БЕЗ, i z < 通过 数目 了 2, a, 而且 
取 702) =а" РЖ 


(о), Sid cram (5 amamos (4). 
b. 我 们 有 


по) У но (+ 9) е-е). 


dva 
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РЕ: ИЕ DUET ВН, JERA 1,2, …,a R 
与 a ПИВО НЕ ИВЛЕН РОДА НЕГЕ WA 
数列 中 与 首 项 等 距离 的 对 应 项 之 和 都 等 于 a; 而 每 个 数列 的 项 数 
REF o(a). 

e, REH 


0) У (уно ви) = Soat Snap). 
аха 


19, а. ЈУ 8 17, а 的 定理 ， 让 x 通过 数 1, 2, Ber [2] 而 且 
取 f(x)=1。 FES «T. Sa 等 于 不 超过 z 的 а 的 倍数 的 个 数 ,也 
RER 84=| = | 
b， 我 们 有 
T= У uid) 5  O(r(2)) = 2а) 4 O(a*), 
dNa 


6， 从 问题 a 的 等 式 推出 。 
20. Jv И] 17, a 的 定理 ,让 x 通过 数 1,2,…, М, 这 里 六 > 


>а, Wi HEX f ОБЕ 于 是 我 们 得 到 


ЖРТВЕ y, 


X—N — аХа N а 
№ < < Na 0 <. <s 


在 极限 情形 , 当 N— oo 时 ,我 们 得 到 所 说 的 恒等式 。 
21, a， 应 用 沿 题 17, b 的 定理 , 讨论 左 可 能 率 Ру 的 定义 里 的 
ЯН 21, Че, 777, zz 而 且 取 f(x mu тв) 1s 于 是 Pr= 总 ， Sac 


IM ,而 且 我 们 得 到 
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所 以 
Руг (00) +О(А); A= Lapp bo, Ac I aep ba, 
b， 我 们 有 т, 
22, a， 初 等 的 论证 就 阴 ， 在 范围 чор, poo 里 的 整 点 
(w, v) 的 个 数 ,不 计算 点 Co, 0), 等 于 rp? 十 O(p)。 应 用 问题 17, b 
的 定理 ， 计 论 在 范围 党 +ye<cr? 里 不 同 于 (0,0) 的 整 点 的 坐标 
^ V MERR Gs) o LFE T = 81, Sa RETE MI ut ete 
«(5 里 不 同 于 о, 0) 的 整 点 的 个 数 。 所 以 


Sa=m + (>), 
Cr] 
T= > ud yr. 2+9 2 ze За +0). 
=] 


b. mu" 
[r] 
= 4 пт 7? Алту 
T- 2 PD з z+o( 2 в)- staj TOC. 
а=1 4=1 
23,а. dapi op Bop, ЖК T 1 6325 Jy ЖЕ 


R, TEA к ос а вс (№); ЕН. non 
=(—1)“o 所 以 


Suo- S (E)-»»a- pte. 


dNa .0 
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b. хана 里 同样 的 形式 。 只 要 讨论 mw<# 的 情形 就 
够 了 。 对 于 所 诉 的 和 式 ,我 们 有 十 个 表示 式 


X«o-(1)-(1)e «co ()- 


(а) (ла) +). 


те, RUP mL АЕ >0, WS m= E, 
二 个 式 子 20% Jut т pA, Е а 第 一 个 式 子 » 
ШН т>, 第 二 个 式 于 <0。 
c. 81553,9 2222, 但 是 要 利用 问题 b мен, 
d, пе ВИ 17, а 和 b 里 差不多 。 
4、 设 4 通过 数 а 的 所 有 和 级 数 ，Q(d) 是 a 的 素 物 数 的 个 数 ， 
Q(a)=s。 按 照 阅 题 里 所 作 的 说 朋 , 我 们 有 (假设 入 充分 大 ) 


пас У ма (B+ 6a) em s |613, 


Q(d)«m 
те Y 1, па Ур, је Y 2. 
от (d) >m 
， 肯 有 我 们 得 出 


Iri Y (у јесен mr XOA), 


-1 
3 4 - P) 


ПУ 


PNI 
最 后 用 С: 和 СЕТ, ВН 
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s s (l. L... LY 
u N N H „У \ 2 3 m» 
u$ уау OO 
nIkldu4diu(d)-n п = +1 
8 
N C,4Inr Y" — 
<ç 2 (hr yx 
п=+1 


4 


п=т |1 


: n -4iné | 
«x У (1) «o 48 O(A), 


25. 数目 a АЊА Су а PIRE da, 对 应 于 另 一 
Ава > a , 4.4, =а В dao FEH. udi) = ва»), 所 以 
127 Бука) + SO- У и(а)=о. 

а\а 

26. "om — 而 且 适 合 条 件 o (d) =k, 
我 们 成 对 地 诗 验 这 样 的 数 ， 使 得 在 每 -对 里 出 现 奇 数 忠 和 偶数 
241, Ж (а) e (24) 0, | 

27. B Pi,…, рь 是 不 同 的 素数 。 假 设 a= prepr 我 们 有 

ф(а) = (m—1):--(m—1), 

然而 当 ру, pr 以 外 没有 别 的 素数 存在 时 ， 只 有 1 55 a HRS 我 
全 就 有 e(a) =1, 

28,9. ДЕ 30: з=1,2, +, Шага 但 是 因为 


(8, а) =ò 在 而 且 只 在 (s sj 时 (第 一 章 $ 2,6), 所 以 尖 题 里 
所 提出 的 断 革 是 趴 实 的 ,而 且 我 们 有 


2 y apo 


ba) Bra p... pit k a 的 标 蕉 落 解 式 , BUR P, 83k (o) 


ERAT 

as _ икт d p^ 1 e (2°°). 

p. > e (d), p. > ec ), p p, P, ФР, ) 
ds p^* dp. an 


B) 对 于 整数 n0, 我 们 有 


m= У o). 


а\ т 
所 以 o(a)= > ДОБУ 
а\а 


29. RMAC 通过 所 有 素数 ) 


го _1 
n 2 . pi t(s— 
* ge | | (1+2 +2004...) ЈЕ p SE 
p 1 


30. RMA 


Ф(1)--Ф(2) +: pn) = У у И а nen. 
ах dN d\n 


п, 


= > nai 十 2 十 … +) PL +O(n In n)= 


а4=1 


=" У! o +0(п шп) = 8+0 (n In n), 


第 三 章 


P=an10"~!+ 94-110"? +-+ Gi, 
由 于 10==1(mod 9), 我 们 有 


142 — 问题 解答 


Реза, Фаул + +a (тоа 9). 
因此 ,了 是 3 的 倍数 ， 在 而 且 只 在 它 的 各 位 数字 的 和 是 3 的 倍数 
时 ; 而 它 是 9 的 倍数 ， 在 而 且 只 在 它 的 各 位 数字 的 和 是 9 的 倍数 
时 。 
再 由 于 10==— 1(mod 11) ,我们 有 
Р== (а a) — (а +а4 +: ) mod 11), 
МАРЕ 11 的 倍数 ,在 而 且 只 在 它 的 奇数 位 (从 右面 算 起 ) 数 字 的 
总 和 与 它 的 偶数 位 数字 的 总 和 的 莽 数 是 1 的 倍数 时 。 
b. 从 
P —b.100771 4-56, 410077? + -+° В, 
由 于 1002 — 1 (тоа 101), 我 们 有 
Pez(bi b, p) — (6, 6.) (mod 101). 
所 以 P 是 101 的 倍数 ,在 而 且 只 在 (61 十 bs 十 …) 一 (6s 十 bs 十 …) 是 
101 的 倍数 时 。 
e 从 
Р —0,1000*-1 +сп–1 10007? + “с, 
由 于 1000z1(mod 37), 我 们 有 
Ps 十 co- 十 … 十 ct(mod 37). 
所 以 P 是 37 的 倍数 ,在 而 且 只 在 w 十 ci 十 …+o 是 37 的 倍数 时 。 
由 于 1000 — 1(mod 7。11.13) ,我 们 有 
PE(e tes d) — (ое) (той 7•11•13), 
ВЕР Р т, 11, 13 中 一 个 的 倍数 ,在 而 且 具 在 (ei 十 cs 十 …) 一 (co 十 
Ted 是 这 个 数 的 倍数 时 。 
2, а, а) 当 z 通 过 模 % 的 完 双 剩余 租 时 ,az 十 5 也 通过 这 个 完 
至 剩余 组 ; 而 数 wz 十 的 非 负 的 最 小 剩余 7 划 通 过 0,1,…,m 一 
一 1。 所 以 
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H 
Же Уре 


2 т=0 


B) EAS в 18 b 058832 ,我 们 得 出 
> (5) 00 = $90. 


b， 在 := 1 的 情形 ,我 们 有 
CIN +m] УС), | 


N+m 
Sa- У UOI HSN тур luoolelia- 
z=N+1 
N4m Nim 


= У 6 


х=№+1 2=№ +1 
071 的 情形 很 容易 可 以 化 成 这 种 情形 。 

c. М, М, P, P, ВНЖ, М>0, Рг>0, Ps>0。 有 顶点 
(1,0), (М, P1), (N+M, 0), (N+M, P.) 的 梯形 乃 是 则 题 b 所 讨 
论 的 梯形 的 特别 情形 。 所 以 等 式 (1) 对 于 它 成 立 。 而 对 于 这 样 的 
梯形 ,等 式 (1) 还 可 以 用 更 简单 的 方法 得 到 。 我 们 只 要 计 论 等 于 这 
个 梯形 两 倍 的 长 方形 (N, 0), (М, Pi 十 Pa)， (N+ M, 0), (М+М, 
Pi+ P)。 对 于 这 个 长 方形 ,显然 有 与 等 式 (1) 类 伏 的 等 式 


> 8-8". 
由 此 根据 Y 5-2 Y 5, S'=28, 我 们 就 得 到 等 式 (1)。 
从 这 个 灶 果 ， 关 于 间 题 里 所 说 的 三 角形 的 类 但 的 公式 很 容易 
可 以 引出 。 然 而 写 在 下 面 的 论证 也 有 它 的 好 处 ， 所 说 的 三 角形 可 
以 从 一 个 有 整 点 作为 顶点 的 在 行 四 边 形 牙 成 南 个 相等 的 三 角形 而 
得 到 。 设 S 是 平行 四 边 形 的 面积 而 且 2 У 8, 这 个 和 式 对 平行 


МА 问题 解答 


ПАЛИ УР ЖА ВЕЗЕ, РЕН. 5 的 决定 "m b 里 一 样 。 如 果 我 
们 能 够 证 朋 5=7, 也 就 证 有 明了 我 们 所 关心 的 三 角形 的 性 质 。 我 们 
Be Jam ЕАН ЕЛ ABEDE. ЖЕЉА ИТ ЈА ЕЛ 
有 所 就 形式 的 平行 四 边 形 。 设 是 在 正方 形 里 面 的 下 行 四 边 形 的 
个 数 ,而 如是 正方 形 内 整 点 的 个 数 。 当 4->oo 时 我 们 得 出 


. kS А . В 
lim 75-1, lim 1, lim ij 1. 


这 些 等 式 逐 项 相 乘 ,我 们 得 到 
lim 7-1, 5=7. 
3,8. gr ЗЕ ах Ге] 对 于 模 普 的 非 负 的 最 小 剩余 , 我们 有 


m-i 
S= 2 (30, 


XB ефт) е; s (c), HF ть анс, Br 
DURARA трећа МНЕ, BR 
ии 
我 们 有 —1+ 5 «00 T? рат т; 
об) geed, pH 


< 


8 
m 


[hte] esc "сафа, S= ym msi. 
b. RPA 
т—1 
s= У Цој Vc) e mCAM + B) + s 
2=0 


Е ЯЗВУ а 的 定理 ,让 = | 和, 。 于 是 我 们 就 得 到 所 说 的 精 果 。 
c. RPAH 


% = w 145 


m—1 
S= -2 еру +t RED 2, Oz m — 1. 
2=0 
МИ а 的 定理 ,让 有 = 1+2. 我 们 就 得 到 所 说 的 桔 果 。 
4. ПАО. №9, = Q' 是 近 介 分数 的 不 超过 和 勾 的 
最 大 分 母 ,我 们 有 (第 一 章 问 题 4,b) 


A=P 0р! @у-1, Pri, 


Ç n O'm’ 
Н те и (а + 1)0,<CQ,, 这 里 0 是 不 超过 所 有 9: 十 1 
的 常数 ,对 于 有 条 件 НО ст 的 最 大 整数 Н', "ГАЗЕ Н'< О. Z 
ABE 3, b 的 定理 ,我 们 得 出 


M4HQ-1 1 »" 
-5 Ц — 
> (лав) —y E'Q |< 50. 
к= М 


ті =m— H'Q', Jn m0, ВИНТИ mA ЗЕ c Qm 
` H' 同样 的 方法 来 挑选 与 m, 有 关 的 ©" 和 E", ВИ 
Mı tH” ~I | 

(Ax 4- B) => He ese. 


2=Мм, 
Bx m=m— H"G", ЖЖ та о, BJ 5 RITRE— HE ИРИҢ 
i M: +H” —1 
| > (А:+В) – = но" <. 
а= М, 


KERET ,直到 有 某 个 mx=0 ВЕЕ. 350) 35/9433] + 
TH'Q' + + НОО = m) 
M+m—1 | 
~ 1 28 
| M (Az By Lm | <3 os. 


o 9, 9", e СОЗ 
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труд mi >n > Ie. 
НЕЕ — ода ») C5 3E BHL З), А PRETEREA НЕ 
5,2. 5 dts BM. ВЕ тА", XE r< 40 Ж 
EPAR MARIER 72940. W М, ГО +17, ВЕНЕ 
条 件 
f'ar)- + bi, отут, (а, m)-1, 16:11 


тат , 


的 数 ал, ту, 0, Х M= M, m,, ЈИ Jë] РЕПУ ap SE FE H: Ga, то, Өз; 
取 Mi МИ, ms, ју a3, тз, Өз; 等 等 ,直到 Mui М, т, 有 条 
fk о ГЕ] М... [т] 时 才 止 。 应 用 问题 3，e 的 定理 ， 我 们 得 
出 ， 


|s -5 (mtm 4 +m БЕ] МИ, 1) < 
k+3 1 B 
X. T 2 《LB] 一 Mi)， 
| 8 — ; (в Q) ат, 
а 1 Л а 1 = * 24 
e вон: (=) St mr ПЕРЕН. 因此 


在 mi, mo, mi фа 38 НЕОН ИС 24 +1, 
Bt a 和 as 是 与 给 定 的 轿 对 应 的 “的 景 小 值 和 报 大 值 。 我 们 有 


d,—0; 2 -k(R-—Q) Е R—Q)m 
Um o up 8775 92 Жа Ди + 1.06. 


因此 ,在 mi, ть, s, ту 中 与 已 知 的 mw 相关 的 数目 的 个 数 
<(22. + о от + 1.05 = 


-12-02 fn) Genius. 


T т 


最 后 这 个 式 子 对 于 所 有 т=1,2, De] 求 总 和 ,我 们 得 到 


PER 21417 


sU (sh + а"): 1105 


тё 3T 


ЕСЕ — Q) 
T 


A 
< TA, 
T 


In 4 +5 


1 BNZCEY A 
|s- 008-0)| «20а вв ` 
b. 我们 有 
| 2 00) +10) 008-9) <, 


Qcz«R 
У UCO)-*OR- Q) <, 
9<+<в 
AE 5(+) = (0091-9) - (Јој), 我 们 得 出 
> ба) | < А. 
Qce«H 


但 是 对 于 (G0) <o, 我 们 有 (=) -1—0, 而 对 于 C) >, R 
们 有 (8) = —c, РЕЈА | а —оуф(о)—о (R—Q— (0) | 24, 
于 是 我 们 就 得 到 所 就 的 公式 。 

6,a、 应 用 第 二 章 问 题 1 e 的 公式 。 读 (а) = Иа, 在 间隔 
EL 


они опен 


"- (- zy 
l«amo «ИВ. 
ЭТС 5, а 和 第 二 章 问 题 8,a) 
уз 


T=4r+8 { y? —x*da + se vs — 
; V 2/V 2 
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———À —rn[ə r 


、 T ri T T 
— )et—4-—,—4—-8 Av 
80(0) of E ty 5 


+0 (ln ту ar O(rŠ]n r). 
b。 我 们 有 (第 二 章 间 题 ,da 和 1, d) 
потечет У [1 аси 
0<z<V n 
只 要 考虑 пова НЫЕ Т. ИХ, за Хит 
PIRO (Cnn) 个 形式 Мам", M'<2M 的 天 隔 。 访 f(z) =", 
在 间隔 Meca, 里 ,我 们 有 


————] 
ВУС 5,2) 
Y [2] 3 (авг м) +оо), 
M Сем 


iz ут п + 0 (n3 (In ту), 
<E n 
再 有 (第 二 章 问题 8, b) 
> == Еп папер(уп)уп+ 04). 
0<75Ув 
所 以 
т(1) - 7(2) - +т(т) 2 27n n In n-2p(V/n)V/ n — 
— Vn —n421/n (Vn) + 0 (а ба n) 
-n(lnn--2E —1) +0(п (№ пу). 
7. ЕН ЕЛВЕ ИО, 5 БАИ АЕ 2: 项 的 数 的 个 数 是 奇 
数 的 最 大 整数 , S 是 有 2: 项 的 数 的 一 个 5 在 8 里 把 2: 项 去 掉 , 而 
县 适当 地 增加 或 者 残 少 小 于 2' 着 且 在 粗 里 还 是 出 现 奇 数 欢 的 各 
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ГРИВА ПЕРАЈЕ 

БЕДИ АЕ ЛАВА RI TE E 9. — 7 НАЛУ T SC, T 
里 的 各 项 至 少 有 一 个 不 再 在 这 个 数 里 出 现 。 这 样 一 来 ， 这 个 租 就 
变 成 不 规则 的 了 。 

8 a、 把 数 Надала 341 加 在 用 所 说 方法 表示 的 
数 上 以 后 ,我 们 得 到 的 数 , 相当 于 在 原来 的 表示 式 中 廊 zi, mos 
71,20 通过 0, 1, 2 时 所 得 的 数 ， 也 就 是 说 我 们 得 到 的 所 有 数 是 
0,1,:^, 2H, ` 

b， 用 所 说 的 方法 我 们 得 到 mim。…mt 个 数 ， 它 们 对 于 模 
mm2…mzy 都 不 同 余 ,因为 从 

21 + mizo + mamazs 十 … 十 721722 ту Тун 

== MEg mima, тут. meti (mod тать. my), 
我 们 顺 次 得 出 

mir1 (mod m), z;=z!; m,z,2m435$( mod mme), 

1а=24) mamQrxyemmimer.(mod mmoms), 2а==24, 

等 等 。 

9 a， 用 所 说 的 方法 我 们 得 到 mim, me 个 数 ， 它 个 对 于 模 
mma mi 都 不 同 余 , 因 为 从 

Муз: + Mz, -+ Мыла 


eM + M,z; + + + Мус (mod faa my) 
推出 (与 М, 不 同 的 每 一 个 М, m EC) 
M,z,emM,sQ(mod та), 2,==2; (тоа та), Vs 一 2 
b， 用 所 说 的 方法 我 们 得 到 e(mi)p( ms): (my) = e(mm.--- 
…m2) 个 数 ,根据 问题 2 的 定理 ,它们 对 于 模 тата ту 都 不 同 余 ， 
而 且 由 于 (Msz + M а + Myr, та) = (Маг, m2) = 1, 它们 都 
与 mim2…ms НЕ 
e, ЖЕНИ a 的 定理 , 当 z, zz …， zx 通过 模 тата m, 的 


150 PERE 


CAPRA, 2k Mam pr Motrot + Мыс, 8 8] тато my А) 
TARRA KEPA mmo om, НЕ, Toi B ЈИ ЈЕ (m) = 
= (rg mg) = m (ть, ть) = LEF ВЕРА (тит. my) = ф( ту pime) 
en), 

d. ОКА 1, 2, …, ps 得 到 所 有 与 р" 互 素 的 数目 ， 只 要 
在 这 个 数列 里 划 掉 所 有 了 的 倍数 ， 也 就 是 p, 2р, er», BREA 
p) =p pM, 由 此 再 利用 第 二 章 $ 4, е 的 定理 ,关于 p(4) 的 
FRAMLA РЕН. 

10, а. 第 一 个 断 首 从 下 面 的 式 子 推出 : 

[а 4. uet 


=N EA TECH: 
ав) лажа 
т т}, т ` 


b. |C ЛО) рур 


он ле Mg My) o 


Mı 


p TiO E c Mier sy Mus t+ + Meor) ) 
т} 


ups rapi (оо) Сн) ugs resp p 


得 到 第 一 个 断言 。 — Врле 方法 证 朋 。 
Па. ща 是 mw 的 倍数 时 ,我 们 有 


у-у 


x= 


当 4 不 袖 % 除 尽 时 ,我 们 有 


第 三 章 151 


az afi L 
2тё е т -1_0 
x 214 ?. 
ГА Uu —1 
b. 当 a 不 是 是 整数 时 ,左边 等 于 
| QPPL). qaia < 1 < 1 
е2" у IN sinT(a) а) 
e. BUSES b 的 定理 ,左边 不 超过 Та, 这 里 
т—1 
T o 1 
7 У 04 
e) 
但 是 对 于 奇数 和 
Tm > metl = та Inm, 
0«ac7 
而 对 于 偶数 mm 
т га 十 1 га +1 р 
"<. > in al s > Шт” mm. 
(cac o<a<? 


XFT m>6, Ш, In о Rh 
9 m 2041 
dri > 1-3 mí Е в +1). 


这 最 后 的 式 于 当 mi> 2 ИН. т>60 时 它 >m, 


12, а. dx m = p. ре ИЦ 让 ps =n, "°° 
…, Pe = 用 间 题 10, a 的 符号 ,我 们 有 
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тё 51. O «i5 Ол. £ 
е ‚т... е Mk = € СА 
š 


&1 Šk 
但 是 当 ws 一 工 时 ,我 们 得 出 
o $ 
> и, = em —-12-—1 
ts 2, 


У Ол > „7 т; _ N e mio 
< 
ts Xs ч=0 
m-i .х 
` А 2т і 
b. dm ERR nol. а У с ”=0。 这 个 等 式 
22-0 ` 


左边 适合 条 件 (z, m)=d 的 各 页 的 和 ， 根 据 关 题 a 的 定理 ， 等 于 


e. ВАНН | 
тёё 
> е "= > и(4) 84, 
£ dNm 
这 里 ,让 m= mud, 我 们 有 
m,—1 РИК"! 
88 = У e me 
uc 


后 面 的 式 子 当 4<m 时 等 于 0, 而 且 当 4=m HEF 1, 由 此 我 们 
SURKEIBITRE a 的 定理 。 

d. 等 式 从 肖 题 10, b 推出 。 

e， 我 们 有 


m 153 


A(m4)-- A( my) =m" > ... INE Mks 


这 里 an, …, ar 通过 与 模 mw，…, ms 互 素 的 剩余 租 。 由 此 阅 题 里 的 
第 一 个 等 式 立 列 可 以 推出 (问题 D 
用 类 似 的 方法 可 以 证 有 明 第 二 个 等 式 。 


13, a， 我 们 有 
y iei P 如 果 %* 是 2 了 的 倍数 ， 
e = 
х=0 0, 其 他 情形 。 


b. 把 与 给 定 的 二 对 应 的 索 积 展开 ,我 们 有 
(d) d—1 2 = 
177 T 
2 а У ° ` 
dNa љ=0 
由 此 ,对 所 有 的 %=0,1,…, a 一 1 求 总 和 ,我 们 就 得 到 关于 p(o) 的 


Во 
14. 在 右边 的 式 子 中 ,与 除 尽 < 的 z 对 应 的 部 分 等 于 


ngae Š ан ma (ed f noni) 


K , „ilk 
WOK) 》。”“ , 则 与 不 除 尽 。 的 :对 应 的 部 从 可 以 表示 
k=1 
成 
im з (2D „ес 20). и) CON і 
so0 


= lim 2 »( sco(1- gn )+ 


$20 
1 1 
+ 20 01+ 31+* ) L ~) 


E ____ MERE 
在 28 Jf RF НЕР BK) | <=, 它 的 值 < 然而 Jim 2650, 
ARERR SEREA, ЧЕ РИТУ 4 小 的 a BO HA CS Ñi 
们 再 加 上 ó, 也 就 是 等 于 a), 

15,а. 我 们 有 


Cn Eh)? ћи + (f uto e. 
(Epit niet + (med p); 


(А. + + Аз) (Па + ho)” + узећу ERAS + (mod p), 


等 等 。 
b, E hi= h,= em == 1, АЯ а АИА) УБ iS 
定理 。 | 


e. (а, р)=1, 对 于 某 些 整数 Ni Му, Ма, 我 们 有 
a^ ^ qp Ар, ug 一 (1 十 Na2)p 一 1 十 和 sg 
*(p —1 a-1(p—1 
аР) LN PU 07D L N p, 


QOL (mod р"). 


设 m= p. p Rm ЕНК, TUNI 


pa 1 $ p 
a 2—1 (шой P» J,a ( k 2—1 (mod рез), 


a *(m)==1 (mod P.) e, а" m= (mod Фр), 


a” m=] (mod m), 


第 四 章 
Та. 这 定理 可 以 直接 从 第 三 章 阅 题 11, a 的 定理 推出 。 
5 а ema, т=то@, На ЗАА а 里 Тт 的 表示 
式 中 有 条 件 (w， m)-d 的 各 项 的 总 和 。 我 们 得 出 
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т—1 m-—1 ^ 


mio УУУ е 


a T=0 w= = 
这 里 ao ВЕ то ни НИ Sl 
457 (Жо, то) 


uer EQ SSS 


ao Xo=0 чо=0 
€, № m>0,(a,m)=d, aad, т=та, T Ier az==b 
(mod m) 的 解答 的 个 数 。 我 们 有 


РРА sori ba 
= > € 9 一 
а=0 2=0 
4—1 , 
9.401 f, Aun 6 а 的 信和 数 ， 
= m 2, е d = 
"а: =0 lo, 甚 他 情形 。 


d, 假设 (a, m) ==41, (5, di) = 4», tty (7, 1,1) =4,, m= dimna, 


4, = дат», ... do = dum, 我 们 得 出 4=а4,, 
m-im-]m—-i m-i y imam ву +: „+ јео +9) 


АДАТА - 


а=0 г=0 у=0 w=0 
ai(byd e +9) 


DE т} di _ 


зоо ооо чинов я ооо ооо осно ee ossoovenseaveeveoe 


| 
3 
TVA 
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e 我 们 用 归纳 法 来 证 明 。 设 在 出 题 4 的 记号 下 定理 对 于 ?个 

变数 茵 实 了 。 计 论 同 余 式 
+ ах + + + fee + а ==0 Стод т). (2) 

ax (Lm) 一 do。 同 余 式 (2) 成 立 的 条 伴 是 a+- 十 fw 二 9 二 0Cmod 
do)。 后 一 个 同 余 式 只 有 当 9 а! = (af, do) = (La, f mifi 
数 时 才能 成 立 , 莽 且 这 时 它 有 dod! 个 解答 。 因 此 同 余 式 (2) 也 只 
有 在 4 是 的 们 数 时 才能 成 立 ， 而且 这 时 它 有 -4 (从 а, = 
=т 个 解答 。 这 样 一 来 定理 对 于 + 十 1 个 变数 也 车 实 了 。 但 是 定 
理 对 于 一 个 变数 其实 。 所 以 它 总 是 甘 实 的 。 

2,8. ВИ а" M= (поа т), acboa 902-100 шой m), 

b. 我 们 有 


1-2: (a— Dab( ~ 1 PZL Gre 1). 


exb«1«2-(a— 1) (mod p), 

由 此 ,两 边 用 1.2…(a 一 1) 除 ,我 们 得 到 所 说 的 定理 。 

ea) 很 明显 地 ,只 要 限于 (2, b)=1 的 情形 就 够 了 。 适 当地 

ЭНЕН: ВИРА 6 т==о(тод 4)。 设 9; 是 除 尽 b m 的 2 的 
最 大 乘 方 。 对 于 521, 我 们 有 


t Uim (mod m) 
而 如 果 6<k, ВАН 
25-а" (mod ту, 


对 于 这 个 同 余 式 再 做 同样 的 运算 ,等 等 。 

B) ЖБИ (3, Б) — 1, 适当 地 选择 正 负 号 ,我 们 有 Poems 
一 0Cmod 3), з" 是 除 尽 bcm B 3 ARKEY. HF O>, R 
们 有 
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sea C." (mod m). 
而 如 果 <k, RPE 
b = m 


3 


(mod т). 


对 于 这 个 同 余 式 再 做 同 n ;等 等 。 
y) ранији МАРЕ b + mig=0(mod 2) 找 出 ых 
* 是 除 尽 (a,5 十 mt) 的 了 的 最 大乘 方 ,而 且 设 4==a1p'。 我 们 有 


如 果 ai>1， 则 对 于 这 个 新 的 周 余 式 再 做 同样 的 运算 ,等 等 。 
上 上 述 的 方法 适宜 于 2 是 “的 不 大 的 素 因子 的 情形 。 
3. 让 i=[L7J 写 下 同 余 式 : 
а • 0 == 0 (mod m), 
а • 1 == у, (шоа m), 
а • t == у: (шой m), 
а • 0 == (mod т). 
照 右 边 数 的 增加 的 顺序 把 这 些 同 余 式 排 好 (参看 第 二 章 问题 4a)， 
再 依 赤 从 后 一 同 余 式 减 去 前 一 同 余 式 ,我 们 得 到 #41 个 形式 acm 
exu(mod m) 的 网 余 式 ;0 过 1z|<7。 这 时 ,至 少 在 一 个 同 余 式 里 有 
0<u<< 守 。 这 是 因为 “有 t+1>7 个 表示 法 ,它们 都 是 正 的 , 而且 
它们 的 总 和 等 于 mn。 

48,0) 从 符号 分 数 的 定义 推出 。 

B) 这 里 可 以 假定 bo=b 十 ml, 这 里 二 由 条 件 b 二 mt==0(moda) 
决定 ; 于 是 适合 同 余 式 azs=b(modm) 的 就 是 由 通常 的 牙 数 …" 所 
表示 的 整数 。 

Y) ВАН (боје а НИЕ, do 是 c 的 倍数 ) 
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do бое - ado... bc + ад 


b , d, bo 
a tua e ac ac 
9) 我 们 有 


b dbo , do bodo bd 


а с а с ас ac’ 
ба) 我 们 有 ( 同 余 式 取 模 ?了 ) 


p-1Y (p—1)Xp—2): (p—a) S (— 1 X91689. 5 v 
(^ )= TI = zna FODA 


АВ 2, b 现在 很 容易 解 出 : | 
b = — о Кр— 1)... (p—(1—1) (moa p). 


a 12: -(а— 1 ја 

B) 我 们 有 
27-2. 4 4,P-1, (G-1X0-2) ,... 
Potato рез Ut 


(p-1)(p—-2):-(p—-Co-2)D cmo 
РР P (mod р) 


5,8. Hos i1 … s+n 一 1 的 每 一 对 都 不 能 与 4 有 大 于 1 
的 公 构 数 。 因 为 把 4 修成 ”个 十 两 互 素 的 因子 考虑 到 它们 的 
序 ) 的 方法 有 n 个 (第 二 章 赔 题 ll БЕЯ se 十 D…(e+n 一 1) 
与 这 n 个 集合 结合 起 来 看 。 设 им 是 这 样 下 法 的 一 个 。 
则 适合 条 件 s==0(mod u), a+ 1==0(mod 43),…,s 填 4 一 1=0(mod 
ин) 的 乘积 的 个 数 等 于 了 。 所 以 所 求 的 数 等 于 n"。 
b. 所 说 的 个 数 等 于 
У иави sie 
d'a 
这 里 是 4 AS SI AGRO iy c, HARI 


leve: 


Na 
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6,8. 适合 第 一 个 同 余 式 的 所 及 КАНЕ 2 = b ти, 这 
t 是 整数 。 为 了 存 它 们 中 间 选 取 同 时 适合 第 二 个 同 余 式 的 ww 
只 要 限制 不 适合 下 面 的 同 余 式 的 上 就 成 了 : 
mitzzbs— 0, (тоа тз). 
但 是 这 个 同 余 式 能 解 在 而 由 只 在 如 一 是 4 的 们 数 时 。 在 可 解 
的 情形 下 , 适合 它 的 :的 允 部 值 ， 由 形式 (mt EIN, зт I XR 
数 ,的 等 式 决定 ; 同时 ， 适合 冉 题 里 所 计 论 的 租 的 2 的 人 部 值 由 下 
面 的 等 式 决定 ` 


m 
х= 04 m(t + t )- 91,9 + 4,205 21,2 = 61 + 100. 


b. ERRIA 
z==bi(mod ту), z==b,(mod т,) 
可 解 的 情形 下 ,适合 它们 的 z 692346 IH Та] e SX, z====;,,(mod ту») 
о ÆA 
з=, (пой ту), z==b,(mod тз) 
可 解 的 情形 下 ， 适 合 它们 的 = HAWE [H R озо (mod 
mis) 3€ Яо 在 租 
ТЕБЯ, 2, з(110@ 7,23), z2==b,(mod та) 

可 解 的 情形 下 ， 适合 它 BB z 85) 2e 8p fici 同 余 式 qE—11,2,3,4 (mod 
71,534 ) 3.717 ;等 等 。 

Та) 用 —z IC z GER У dtd 一 2 КТ) 以 后 , 和 数 

a, b ~ 

(S unn. 

В) чаж Em није, a^ ME SE SEE m ECKE 
的 剩余 组 。 

у) 假设 2==hz=(mod m), 我 个 得 到 
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. ahz + bz’ 
ну s з qas 
m ]) a^ Љу тј 
2 


8) 我 们 有 


Q1 M, 2 +45 may "mom + ту 


eye ape 


假设 maz 十 my =>, 我 们 有 


(ату: Фа mig) (maa! + may )esagm$ + asm (mad тут, ) 


GSC) 
ЗЕ T ERI АРМИЯ РАНИ. 推广 到 多 于 责 个 因子 
的 情形 是 显然 的 。 
8. МА 
а" Наци"... а а (к x4 )(x — ta) (x — та )es0( mod р) 
有 ?个 解答 。 它 的 次 数 低 于 n МА, О RERE РИ 
数 。 这 就 是 问题 里 的 那些 同 余 式 所 表示 的 。 
9,8. 34 роз FF, 与 数列 2,3,…, 2 一 1 中 取出 的 > 对 应 ,我 们 
能 在 同一 个 数列 里 找到 与 它 不 同 的 x', 适合 条 件 22'==1 (mod p); 
实际 上 ， 从 х=я 推出 (z 一 1D) (2+1)==0 (mod p), zx 一 1 或 者 
2=р-1, MA 
2«3---(p—2)21 (mod p); 1*2--«(p—1)2—1 (mod p). 
b. gk P2. РНК и ARTE 1<и<Р, 我 们 就 有 
1:2. (P — 1) 4-121 (mod и). 
10, a。 找 出 有 条 件 a hi1 (mod m) Ну h. Praemia] Е 
价 于 : - 
z^ -- a, han-1 + .-. 42a, iom (mod т), 
b. ве Q(x) 和 RC) АЯ аР 3 £C) 除 的 商 数 和 余数 。 
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Q(2) 和 R(2) 的 折 有 系数 都 是 整数 ,Q(x) 的 闵 数 是 pn, ECX) 的 
ЖИКЕ n, 


a? —z- f(z)Q(2) d R(x). 
2518] ra Ј (z)==0 (mod р) An HRS. 则 这 些 解 答 也 是 Rx) 
==0 (mod р) 的 解答 ;所 以 RC) RA ВОР p 的 倍数 - 

反之 , 设 Re) 的 听 有 系数 都 是 2 的 倍数 。 那 末 对 于 zx 的 同一 
些 值 , 当 f(2)0(m) Ak p ИИС, o — 2 也 是 7 的 倍数 ;所 以 下 面 
MARRA 
f(2)ex0 (mod p), Q(%)==0 (mod p) 

的 解答 的 总 数 不 小 于 p 设 第 一 个 同 余 式 有 a 个 解答 ,第 二 个 有 B 
个 解答 。 从 

ат, Врт, реса + B. 
我 们 引出 a=n, B-p—n, 


е, 把 已 知 同 余 式 两 边 НР 一 1 广 , 得 出 所 说 条 件 的 必要 性 。 


р-1 


ВХ REGE T; 从 erem geart а +A ”一 1) 推 出 


zr 一 第 个 一 4 除 的 余数 是 (4 S Dn 这 里 4 ”1 РЕНЕ 
数 。 

П. M sŒ (mod т), y"=1 (mod ту (toy )"=A (mod 
ту, 这 时 与 互相 不 同 余 的 y CETTE m А) У 6953838 moy 也 互相 
不 同 余 А «99m A (mod m), z"==A (mod m) JE Hp z"==>% (mod m), 
并 且 在 用 条 件 z==yzo(mod m) 来 决定 9 后 , 我 们 就 有 у"==1 (mod 


т), 


第 五 章 
1. Е оон 62 — дао (mod m), ВМ 
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RIN зе ђе — 4ас( mod m) p WE z==z (mod т)ж ју , А ах + 
+b== (mod т), 我 们 可 以 找 出 所 说 同 余 式 的 一 个 解答 。 

2.a, 对 于 ( ) =1, 我 们 有 а" ==] (med р), (атн)? == 
. =a (mod p), z==+am+1( mod р), 

b. же (2) = LRM атеље под p) hmm 12082), 
датава ka (mod p), (2) —1, 我 们 还 有 2m"? 一 1(mod 
P)。 所 以 有 某 个 等 于 0 或 者 1 的 s, 使 我 们 得 到 


aq#m+29(4m+2)s==a( mod р), xum 4-0" отео (mod p). 


e, BE po 2h41, 这 里 Е ma ac (= 1 我 们 有 


oa а= (тоа P), са“ "h= +1 (mod р), м i= 1(mod р). 
所 以 有 某 个 非 负 的 整数 o», 使 我 们 得 到 
ah Ме" (той р), at А N^ (пой р); 


由 此 就 有 某 个 非 负 的 整数 so, 使 我 们 得 到 


1-3 
а? 


ћ Ne ==1(modp), at h N*2 "== +1 (modp); 
等 等 ;最 后 ,我 们 得 到 


htl 
a^ Мау ==] (mod p), ze=+a 2 № ( mod р). 


d. 我 们 有 
1.2...2(р—2т)...(р-2)(р-—1)+1==0(шод p), 
(1*2-..2m)* + 1zx0( mod р). 
3,a，、 同 余 式 (1) 和 (2) 可 解 的 条 件 很 容易 得 出 (827 # $2, 
K)。 辣 余 式 (3) 可 解 如 果 而 且 只 如 果 (7) - 1.02 (58) = (=), 
ЊЕН. 
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(8)-! 1, 如 朵 2 有 形式 6m 十 1， 

| —1, 如 果 了 有 形式 6m + 5, 

b. OE XX mti 的 任意 不 同 的 素数 Pi Ps,…, Pr Ж 
Сарура оре) + 1 的 最 小 素 约 数 2 与 ipsos рь 者 不同 , 而 且 由 
ЗЕ Ср". рь)? + 1==0 (од p), 它 还 有 形式 4m 1. 

6， 对 于 形式 6m+1 的 任意 不 间 的 素数 Pp1, ps, …, Ре, 数 
(2p1p2… i? - 3 的 最 小 素 称 数 p, 与 а, Ра, s рь 都 不 同 ,而 且 由 
TF(2ripa-- py? + 32x0( mod p), 它 还 有 形式 6m 十 1。 

Е 2 751970 


(也 就 是 完 双 剩余 粗 里 所 有 的 下 方 剩余 ) 间 余 的 数 ; 按 已 知 条 件 ,这 
使 得 在 第 二 个 集合 里 只 及 方 非 剩 余 了 。 但 是 在 第 二 个 集合 里 还 
有 着 这 个 下 方 非 剩 余 和 所 有 平方 剩余 的 清 积 ,也 就 是 如 ,那里 有 着 
所 有 的 焉 方 非 剩余 。 
5,2. BEE P 进位 的 计数 系统 里 ， 
| а= 02-р + ара, 
而 且 所 求 的 解答 ( 非 负 的 最 小 剩余 ) 是 


E= La- PTH eed Gp. 


Ga-1 | tt | а, | Ga | Gs | G: а, 
22484-5 ... 350% 22993 РОТОР 25021 23 
92192. ... 95,23 22,25 zi 
92122-5 ... 25 


ZEER o РИ, ЗОО ВА Р М 
RRA P HRE. RIA Ap 
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x$zzag(mod p) 
KIH zoo i “=p, 我 们 从 条 件 
pi + до] a, (mod p) 
AR ai, 8 P0200 py, 我 们 从 条 件 


Ds 2929 #1 a, ( mod р), 


ЖЩ 2, 等 等 。 对 于 已 知 的 o, 由于 (zo, р) = 1, Жа, 29, e Cai 都 


叭 一 决定 。 
b. H 
а = 84-19814... 5 4323 + а,92 + 842 + а), 
E= 2412971  -«- + 2393 H 2,95 + 212 + 20, 


而 且 我 们 有 下 面 的 表 : 

_. |-| „ | „ | „ | „ | 
一 一 一 

Xa. 2023 moms 2021 z 

2120-3 2123 zi 

Е та 


只 考虑 073 的 情形 。 由 于 (а, 2) 21, 必须 aa =1, И zo —1, Bi 
有 ,必须 a= 0,9 ВН toz, + 23 == + 22==0(тод 2). а, —0, 
关于 mm 有 两 个 可 能 的 值 ，0 和 1。 数 zs, Xs, e, Sa-a ДЕ 
的 ， 而 关于 ta- 又 有 十 个 可 能 的 值 : 0 和 1。 所 以 对 于 o>3 必须 


ac] (mod 8), 而 且 这 时 所 说 的 同 余 式 有 四 个 解答 。 


6. BEH, РМО ПО НО БР ЖА а (也 
就 是 用 来 代替 а) 而 得 到 的 数 同 余 。 所 以 Q=2*-1z“-1(mod 


aum 165 


2); ЈЕ (Q, p) —1, ЮНА. Q' Fasc; УН ЈЕ] aX QU 1( тоа p") 定 
出 。 于 是 我 们 有 
P2—aQ2= (z+ V a (2—1 а је = (22 -—а t= mod p*), 
由 此 (РО yzxa(QQ' 2а (той p*), 
7. та ера prs J&m Eg [EA GN. FEE m deos МЕ 
m = 2946 (a, Б) «1 JE f 2 ЖЕЉУ 
пе 0=0. A (z—1)(@+1)=0(mod m) f£ Hi, HPNA а 
du 5 
z==1(mod a); ж==—71( тоа b), 
ŽD. 我 们 得 到 一 个 解答 z==z (mod m, BE YABIESE S] RAA 
2 个 解答 。 
№ G= 1。 对 于 某 雨 个 和 和 
w==1(mod 2a); z= —1(mod 25), 
解 这 个 如 ,我们 得 到 一 个 解答 z=zoCmod m)。 所 以 也 说 同 余 式 有 
2 个 解答 。 
设 4=2。 对 于 某 十 个 4a а, 
v==1(mod 2a). z= — 1(mod 2b). 


解 这 个 租 ,我 们 得 到 一 个 解答 emn mod" > À. Н 
20 个 解答 。 
ях 0723, РА a b, FG RS LAU] SACAR Ez RICE : 
azz:] ( mod 2a); s= — 1 (mod 2%-1b), 


x=] (mod 97-1a). a — ](mod 25), 
а ТО С СА а“) 所 以 所 就 同 余 式 有 
202 个 解答 。 


Ra. JERRI зает (mod p) S HH 2', 我 们 有 
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A slæt ky) X aa! (zz! + ba!) m 1 + ka 
E (eR 2 (eS 2 (22) 
明显 地 ,1+ Ба 通过 完全 剩余 组 里 所 有 的 剩余 , 除去 1。 由 此 推出 


所 说 的 定理 。 
pb， 所 说 等 式 从 下 面 的 式 子 推出 : 


EPIO 
рр) 


e RIH | 
вах У Y J(e) 


| T=0 91 y 
这 式 子 右边 v yi EROR Хр, 我 们 来 讨论 У KETY BD 
БЕН T Base EL ,假定 y>o ту + bee (mod р), ўн 
所 设 的 部 四 化 成 


zs (6-8) 


2 一 0 


出 此 肯定 这 式 子 的 数值 CX (Ча). МР 
Ss< ХрУ + XY*«CapXY. 


8 = > > У (essen) 
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3 时， 对 xz Я, 给 出 2 一 1 Мо ЛУЈ 2 oed 
та н— (Bana aD. ЊОЈ 
S2(p—1)09-Q(Q—1) = (p—Q)Q. 
В) 根据 问题 a 的 定理 ,我 们 有 
Тед ye pg; T«pQ^. 

у) # [1/7 1=0, EARE а ЕЯ TC PLE ei 
NO pU; НЕ, М M1; М-+-20—1, 48 
18:129 — 1, 而 这 样 一 来 ， 

20(Q—1)9« (P~), 2(Q—1Y « (Q4- 1)? —Q, Q*—50 « 0. 

Ж 9225, 这 是 不 可 能 的 。 

9, 3a， 如 果 台 者 示 成 (1) 的 形式 ; 旭 同 余 式 7+==zy《mod mo 578 


E 

z==z (mod m) (5) 
也 是 同 余 式 (2 的 解答 。 我 们 就 说 ， 所 说 的 表示 式 与 同 余 式 (2) 的 
解答 (5) 相 关 。 


与 网 余 式 (2) 的 人 个 解答 (5) 相 关 的 至 少 有 一 个 表示 式 (1)。 实 
际 上 , т=н, RAH 


2 _Р Иж 
x Ul (Р,0)=1, 0<Q<Vm, М|<1. 


所 以 ад =тР +, 这 里 || сет, BA, ADH |r |? (= 
==0 под m), RIERA 0< |7 124-9290, 我 们 得 出 

m= |r|2 +Q. (6). 
这 时 (|7|,8)=1, 由 于 


SEHE ИР PEU, ips 0) 


如 果 rior, 如 由 于 r= ти m), RRE (6) 79] (53836, 
如 果 |r| = 一”, RF ca == (од m), (==, |7 | (mod т), 22 


168 _ MERS  _ 


式 (9) 还 与 解答 (5 相关 。 

БРЕНА БУНА А АРЛ WA, РЕН 
南 个 表示 式 m m a? у дит =? yt ПАКИ МА ШВ. 
与 同一 个 解答 (5) 相 关 ， 则 从 =z (mod m), a, ey; (mod m) HÉ 
出 syay (mod т) ЈУРА yi = zi, 于 是 根据 (z, у) = (ал, i) =1 
ЖЕН = 21, Y= 915 

b， 如 果 色 表示 成 形式 (3), 旭 同 余 式 зу (тоа 2 ) 的 解答 

2==¢0( mod p) (7) 

也 是 同 余 式 (4) 的 解答 ， 我 们 就 就 ， 所 说 表示 式 与 同 余 式 (4) 的 解 
答 (7) 相 关 。 

知道 了 同 余 式 (4) 的 解答 (7)， 我 们 至 少 可 以 找 出 一 个 表示 式 
(3)。 实 际 上 , R += Ур, ВН 


和 -+ 89 .(P,Q)-1, особи, |0]<1. 


р Q дур 


BL) zo ==т (mod p), 3x Hb ir | V P JUR (АЕ ||? а 
==0 (под 2)。 由 此 再 从 0< |r|? ra Q9 (1-- a) p Н, аә, 
应 该 有 |r 20 = р 或 者 ir?-207-2», ЖЕ |7| 2:18 
` Ë || =2л, раб 2702, WF а =3 应 该 有 |7 +30 = p, 或 者 
[7124-3602 = 2p, 或 者 | 下?T39: 一 3D。 第 二 种 情形 不 可 能 : 对 于 模 
4, 左边 与 0 同 余 而 右边 旭 与 2 同 余 、 在 第 三 种 情形 || 是 3 的 
倍数 ,|j| 537, p= 371, 

Ai Arf ERE ЕТ p — 2? + ау? f p —22 + ау, 把 2 表示 成 形 
式 (3)， 而 且 与 同 余 式 (4) 的 同一 个 解答 相关 ， 我 们 会 得 出 = x, 
y 三 V1。 假如 这 十 个 表示 式 与 同 余 式 (4) 的 不 同 的 解答 相关 ， 我 们 
得 出 z==zu( mod p), z == —zy (mod р), 于 是 zyi 十 zye0Cmoq р), 
由 于 0< (ху: t riyy CO? y?) (6$ + у? 22, 这 是 不 可 能 的 ， 

ба) 和 式 S(k) ЈА 2 = 和 x= — 2, TIAS 
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E" 我 们 有 
SI) = yx (ико -(5)se. 


p 
zc 


y) iE 2 一 1 一 221， 我 们 有 


2i 21 
ратује pi (SQ) = > ( S(r12))2 + 2/80 


i-1 
мну $ $ EED без) 
- у со > 2 5( ) 
k=1 t=] y=] k= 


对 不 等 于 4 或 者 2 一。 的 J 对 上 求 总 和 的 因果 是 (7); арт 
”y=z% 或 者 y=P 一 *, 它 是 (2 一 Е a), 所 以 


(вия = ари, p= (580) +(480)). 

10, a， 我 们 有 
X?— DY? = 

= (2 Фу У D) (2-00) (x, yV D) (овим D)= 
=, 

b， 取 任意 的 71>1, RRHH Anv D-a] x 0< 
«ys 的 整数 zu у, 再 把 它 逐 项 乘 到 yw D + а Селу D +1 
Е, АРЕН? — ру < 2 Ба rd E viv — 
~e |>, ВИТНИ |2} — Ру} |Сву D+ 的 整数 zx 


уз, 等 等 。 

阴 显 地 enl 2 D 一 1<k<2WVD+1 里 存在 着 不 等 于 
走 的 整数 ,使 得 数 侦 x, a; ао, Yo, 中 间 有 有 无 数 对 z, y 适合 条 件 
z? 一 Dy?=k; ФЕЈ AP SEE EE REGE Š), m £o, m Xr ТЕ 
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£e. (mid [| ), qim (тов |), MER Eom D = (61 + 
+" D) и бо, То; RPAH a) 
—Dyj-|t!* £61-—Dnteo(mod |k]); 
mem бита +171==0(тоа [6 |). А 
BRE) S= |61, m -7m|k|, S B Япо Sp Eam B. 5? D= 1, 
e. НАЗАД г, удаљ FRODCBIRE ay, 
ИЕ РАСТ), (B 55 (2) 式 所 定 的 数 偶 不 同 的 正 整数 
"m 地基 个 "=1,2,… 就 有 
(пољу Dy «zy V D<(rotyor Dyt, 
нЕ, ЖАН (o d- yo 五 7 除 ,我 们 得 到 


1«X 4 YV D <xzo+t D, (3) 
<H XY HFA 
X Yvpa-*tsvVD . Буу) (зуу 
+Yı natu DY (x yv DX o— yov D) 
EH AER А СВ а) 
X2—DY2= 1, (4) 


得 是 从 (4) 式 推 由 不 等 式 0< [X | — |Y D | «1, 这 与 (3) 式 的 第 
一 个 不 等 式 结 合 起 来 指出 工程 了 者 是正 的 。 所 以 (3) 式 的 第 二 个 
ЖХ У 2o П уо 的 定义 矛盾 。 

11, а, а) RFA 


gei ) 
|U ap! E У: Је 
i=] #=1 
XET (51,08 z ЙАНА р ЯРО, ceni) Ки 
p-1 


. Й — 
Wap te p-i-N (; је» IU, = У, 


tz2 
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或 者 


—1p-1i 


tarta S (8508). 


#=0 #=0 
. 
对 于 !=0, 对 zx МЕ p—1; ЕО, Eee 了。 所 以 


p—1 
Па =р-1- XA"? =p, IU,,|= 9. 
t=1 
В) 对 于 (4, p) — p, 定理 是 显然 的 。 对 于 (ww р) = EATE 
的 式 子 推出 


z—i 
b,a) gt rn УВА И 2n 77 38] та ЈУ ЈЕ 
剩余 。 我 们 有 


相 减 ,我 们 就 得 到 所 说 等 式 。 
В) 我 们 有 | 
m-—imc-1 o, i2 C07 T2872) 


TS > > 


6 
#=0 z=0 


NT 
ЕЕ Е e МАНАН me m RKO, ЊЕ от 
除 尽 。 对 于 奇数 mw, 我 们 有 


ia МИРЕ _____ 


ота“ и 
| бат |2 == те m =m, 
ХЕ m = 2n 我 们 有 


„ @*0? „а em 
| аут [2 =m(, 27% U та | ) 


7% + е m J. 
这 里 右边 Ab ETA, Дш та ДЈ 2m, 
f ?à —] oni Ах? +2402 | 
we $6 | 
#=0 

是 从 条 件 2 Ab==a(mod m) 取 "， 我 们 就 得 到 所 说 的 千 果 〈 关 题 
B). 

12, a、 我 们 有 


М+9-1т-1 749—8). 


„Хону $ Xe 


2 s=M а=0 


在 右边 的 和 式 中 , 5 a =0 对 应 的 部 分 等 于 @ > Ф(2); 5 a dod: 
的 值 对 应 的 部 分 (第 三 章 间 题 11, е) 


т—1 M+Q-1 9 ~as 
<A > | > e « Ат п т-д). 
а=] в=41 


b,a) М a лу 11, а, а 的 定理 推出 。 

' B) 问题 的 不 等 式 答 出 R—N —0v/» In p, Ш, 显然 有 
Ri+N=0, 

y) АН 11, b, В УЕ НЕЕ, ДВИНЕ m = р, 6(z)= 1, 
ЕН. :通过 z=x?; x=0,1,…, p— 1, ВИ а 的 定理 的 条 件 都 
НТ. НАЛ «АЕ То р 与 0 同 余 ， 而 目 其 余 
的 数 对 于 异 p 成 对 地 与 完全 剩余 组 的 每 个 平方 剩余 同 余 ， 所 以 
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ГА 
> $(z)- 2H, > WP.z)=7, 


z z 


我 们 就 得 到 aH- 954.0 Иті р. 
p» 
8) ATHE a mg BUSES 11, 0, y 的 定理 推出 。 
g) 从 问题 ОНАН, fu SE = p, Фа) — 1, ЕН 23 
а=А и, = Мо, Мо +, Mo+Qo—1, КЛ а 的 定理 的 条 件 


МТ ЖА 
Y so -r, УФ =. 


于 是 就 推出 问题 里 所 说 的 公式 。 
ce， 和 和 式 中 由 适合 (5 )=1 АЗИИ яма T PCR 


“) ,其 余 的 部 分 等 于 一 22EN。 所 以 整个 和 式 等 于 p(R— №). 
pon 由 适合 4=0 的 各 项 所 租 成 的 部 分 等 于 0, 其 余 的 部 分 
按 数值 小 于 (第 三 章 半 题 11, е) 


-1 У 1 ¿ge 2—1 М+д— 1, ML 
> | >> 2 P став py. 


因此 ， 


p(R—NY-—p(mnp?, |R—N|-«wv Pin p. 


第 ха 
Та. Au q 是 奇 素数 而 及 zs1Cmod q), Ша 对 于 模 4 属于 
方 次 数 5=1; p 的 一 个 。 对 于 0=1 我 们 有 am (mod g) F = p 
我 们 有 一 1=22x; z 是 整数 。 
b. ZH3E q 是 奇 素 数 而 且 az 十 1=0(mod 9), BiJa2p==1(mod q), 
所 以 «对 于 模 4 局 于 方 次 数 5=1,2, р, 2p 的 一 个 。5=1; 2 的 情 
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形 都 不 可 能 、 对 于 5=2 我们 有 a2==1(mod g), а + 1==0(mod g), 
对 于 56=22 我 们 有 94 一 1=2px; x 是 整数 。 

6，92pz 十 1 КИ, ДИ 2? 一 1 的 来 物 数 就 是 。 ВЕ pi, De, 
орь 是 任意 个 2px 4-1 形式 的 素数 ; 数 (pipe m)? — 1 有 形式 
эрх] НАЈ, ру, ре, o, рь 都 不 同 。 


d. jug 是 素数 而 且 2?" + 1==0( мо q), Н 22" *  1(mod 
а). BREL 2 对 于 模 q 居于 方 次 数 2"+1， pibg l=, c 是 整 
В 

2， 明 显 地 ，“ 对 于 模 a"—1 НЕР kn n Epa) 
КУ 

3.8. RE k АННИНО, ЗАВД НВ, РЕ 
的 次 运算 与 下 面 的 方法 等 价 :在 数列 

1, 2, Ut n=l, n, n, п—1, cs 2, 1, 2, "n 

US n— 1, n, n, п— 1, ..., 2, 1, 2, ... 
里 取出 第 1, 第 1425 81422, ... 个 位 置 的 数 。 所 以 上 面 这 个 
数列 的 第 1 十 2* 个 位 置 应 该 是 9。 因此， 问题 里 所 说 的 条 件 是 必 
要 的 。 从 是 它 又 是 充分 的 ,因为 它 使 我 们 有 下 列 对 于 模 2n —1 的 同 
1==1， 1-F2*—0, 142:92'zx-—1,-- 

或 者 lel, 1-252, 1+2.2==8, = 

b. ffik 5 ЕН а жд. 

4. RR а Стой p) ЕЖУ È, cm o o 


5 
094938. МЕ 8 是 4 的 倍数 存 而 且 只 在 x5 =1 (mod p), 3p 6' 
改写 为 9, 而 且 取 1 =, 我 们 得 到 & = У uld) 5а, xxt. S' 是 所 
ома 
求 的 数 而 且 Sa = 2. 
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5, a, 这 里 应 该 有 (t 
要 求 在 9= 3 时 成 立 。 

b. 这 里 不 应 该 有 Gh) ,g^—1(mod 92 十 1)。 这 个 要 
求 对 于 所 说 的 9 Op. 

c， 这 里 不 应 该 有 ( 

求 在 9=2 Мо 

9， 这 里 不 应 县 有 (r 
要 求 在 9=3 B OT. 

6,8, 4) 当 n 是 p 一 1 的 信 数 时 ， 定 理 显然 其 实 。 设 n ЖЕ 
2 一 1 除 尽 , Жо 是 模 ? W CAR. Ж 1,2, 6,0—1, ЖА 


先后 的 顺序 ,与 数 9, 29,…, (p—1)9 对 于 模 了 ао ВИ 
S,zg'S,(mod p), S,==0(mod p). 


9 41 )- —1(83; 85, e 的 例子 )。 这 个 


u EL 1, g*ec1 (mod 4p 十 1)。 这 个 要 


а" 1 (mod 219 +1 。 这 个 


B) 我 们 有 
S /sss tS V od 
5 ( А )= 2 (22+1) ? (mod p), 
z=1 z=1 


ТЕЗИСОВ а), 
b. HF p>2, ВАН 


p-1 
192: (p—1)esg!2*t 271g 2 ==— 1(тод p). 


7,8. ВИ 


indse — (mog р), indoa ind,g,zxind;a( mod р—1), 


9 
indr aea indga (mod p — 1). 


b. 从 


па а == 8 (тод n), indy aea inda (mod p—1), 
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ЕН: іла, a==as==s, (mod n). 

8S EQ n—1)—1. ИЖЕ пите (mod р-з) ч, RP 
ЯНИЕ mur (плод p). 

AEn МЕ, р—1= zol а EER, G n=l МАНА 
MOT RP et = той p); Да > 1, ВИНУ =g" 
(mod р), r0, 1, n—1 № c'e 1 (mod p) 的 所 有 解答 , 对 于 某 
^r 01790, 1, 7, — 13, АНА , 


els, 


an дп! tr, =] ( mod р); 

如 果 >2, 则 对 于 其 个 六 一 0 671,809 
анн? ти, ==] (mod p), 

мету. БАЈЕ МЕРИ 1440, 1, 7,2 —1, … 我 们 有 
aight, + Pr eem? irani] (mod p). 


B по = —1 Ri CRI 9 我 们 得 到 ”个 解答 : 


v 4 Lea? 871p» 
za gn Бат феи fet) tn И (пой p4T-0,1,:,^—1.: 


REC т. KRIE (n, p — 1), nns, пар 1. 与 同 余 式 у" =a 
(mod p) 的 每 个 解答 对 应 ， 我 们 找到 同 余 式 278 == у (mod р) 的 解 

9, а. PERS 方法 使 我 们 得 到 сеобу en p(m) По RETE 
十 个 品格 Са) 和 Xa’ a) Ш, ЖЕ, Ко, Fave, Rr pA 238 — 7 
ВА E 和 RU ЕЛ KRATEEN а, 所 有 的 指数 都 等 于 
o RHAG R ja В" SE ESIG-—AM SEE 1 我 个 就 有 

Xin) 一下， (а) = Е". 
b.a) 我 们 有 I 
01) = R°.. Ro =1. 
В) WE Ys Yis YU, ук ТРИ аз 和 аз НВ ВО 
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y Ty", e YI YE XL ато УЈАК СЗ 7. с), 
у) 当 ает mod m) fbr, es а ПУНА ДВЕ 
е, ttt, CE 84 ^o 


2 ЗРНА V ft Fu 


ск—1 


i же 5 ma. У ве, 


yo 


d. "— rH "me 
Ye-YeemÍes 
x R Њу 


e. ix Ф(а1) =0. ЖЖ У) = а ф (1), РАФа) =1, 
从 条 件 aa! == 1 (mod m) RIH a', ВИРА Ф Са) (a) = 1, МА 
4(а) 20 я (а т)=1, 
当 (аз, т) =1 BF RIMA 
а) хта) ха Ç x а), 
= (бо) = Уба) њу < Фау 


а 


sns Je =0, 或 者 对 于 所 有 的 a, (n) o (е). M 


МРЉА ЕВРА y Ж ERI: ИЕ Но, ВЕН = 
=>(т), МАХЕРЯ ЕН а, 对 所 有 品格 求 总 和 ,我 们 有 
х(а) _ f (m), ЗІЯ as=l(mod m), 
- pa) Tto, HRR. 

f, a) 如果 Ry, Rg 和 R”, o, RY JERA X CO IL x,(a) 
НВ B... Rr ВУИ BY y C) x, CO ЈЕ WR TEE HON 
应 的 什 是 RR",，…, Е.К, | 

B) мВ, oo, Ex SB SESA FERIBCTERRUM , ВИР, o, Rg Re 
р ОВЕ, 


18 _ ш МЕ — _ 


и 


y) ДУ lx 1(mot m) Ht ГАРТ 
N xG) LN) XQ) _ 2 (а), 


< JU) xG) 
x 


Ge 于 (m) 或 者 0, "m а = = mod т) 是 pon YU AY AM 
10, 2, а) 用 同 余 式 xx == (под p) а, 我 们 有 


p-i Е -lind z lind (1+ kr’) 


p—1 
От. "m -一 
> Ва 
i 


т=} r=] 
B) 我 们 有 
Р-1 9-1 9-1. о lind(z2,)-Lind(gz). 


ву > ус" 
=> 


2 一 0 2, =0 2=0 
Ш n == 时 ,对 zx ЖАНА p— 1, ҷа MEET XP z АП 
indi EE а), ЖА 
8=(р—1)0—9(0–1)=(2—0)9. 
У) RE Q 是 数列 e+; 2=0,1, :, Q— 1 中 不 能 被 2 除 尽 的 
数 的 个 数 ,而 Tuus 则 是 同一 个 数列 中 属于 第 s 个 集合 的 数 的 个 数 。 
最 后 , 设 


p-l 
Unam Ти, S= Ут, 
` :=0 
我 们 有 
1 "І N oni аба +2)—8) Pes — grits 
Us. = > ¿< ° ” = п У. * Sins, 
= = {=1 
n— 
TES а, s<(*=1) co e. 


i=1 


8E Q=[nV РЈ, ТИНА ТЕРАН ВЈ НОВОЈ ВУ s 个 集合 
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的 数 ， 我 们 就 可 以 断定 Ln" | 29d 对 于 == M,M ti, И + 
TQ—1, И 
(7 =") <(" 7) (реду, (пиз), 
这 是 不 可 能 的 。 

b. p.d 2 一 1 WA AE ARR, ©. 是 数列 e- z; 
2—0,1, t, Q— 1 АЈ РИБА ВИЛ C i G4 则 是 同一 个 数列 
НИР Е, 


2—1 
4) ү! —1 Qi 
Р= у“ Е ) = 274 = –— +6, Q= tz, А 
( а e(p—1)' Us р + , > 
dN Po #=0 


J f(£)21, Ш НА С ВУ £=ind(z+z); 2=0,1, =, 0—1, 
RPA S= У u(d)Sa, УВ 8 是 有 条 件 ( Pp 一 1)=1 的 的 
dN po 
个 数 ; PEDA S= Gro 再 有 Si REF d 的 6 的 个 数 ;所 以 当 s=0 时 ， 
ба = Ta, CH] a, у), Е | 
wo - Y ша бан У пса) ва, 
[AN dN Po 
u1< У Ut OKI (o —0)0. 
dN Po 
të Q-—[P2*v p J, mi EL ТЕТ B ЕН О ЊЕНЕ, 我 
们 就 可 以 断定 |w 21 дн s= MM +, М+9-1, 80 
Q—1V баке. _ My $5.99 ни _ 229 \° 
(1) <2%(p—Q)Q, (Рои p — 2) «(rev p e) 
这 是 不 可 能 的 。 
11,8, a) 我们 有 


180 _ М — 


P—1?-l pindi , a(t- 1ye 


^ У т P m UP 
| Ua,p -二 € € == 


1=9 
В) (а, р) = ри, EMERE X, М (а, р) =1 ЊН, ВАР 
面 的 式 子 推出 : 


p-—i : А 
ori Еі kinda . PE, kind az gai oT P і inda 
Ua = n Ne UU SPP p =e ГА 
æ=] 


у) EH, AU ВАДЕ REB, [S |^ A9 Ва, РЕ 
НЕЋЕ |е = |# | ie" | o1 0g e, e, 6" RIACE Р) 


-1 р-1р-1 iind sting " QI RTI) 
p 
ET pe 2 > >. e 
VP ЕА 21 一 1 z=1 2 一 0 
如 时 zitz 不 等 于 p, х pase uhr 所 以 
p—i NM 
ser У (ивы 
2=1 


b, o) 对 于 答 定 的 2, R an =z(mod p) 只 有 在 indz 被 5 
除 尽 时 下 能 成 立 ， 并 且 那 时 候 这 个 同 余 式 有 8 TAE. 所 以 当 
S=1 时 ,我 们 有 Soo=0。， 而 如 果 8S>1, 则 我 们 有 


8—1 р—1 
— 
92£— — e” s 
Ste Y У. | 


= 0 2=1 
мр о КДН 1; 4 EON, Emo TY Р, 
ШЕН ВА HL PTG OE S H. 
В) Бе 
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aq -u- ptis, и=0, e, pll, 9 =0, О... Ф-Т, 
我 们 有 


; ад" : nqy-t п-17-1 
3274 эта (и p^! -nu^71p71v) 
e = 6 


当 (м, p)=1 时 ,对 ， ЖВНЕ, 所 以 


p —1 
2niap ts? 
Sap: = > e = pr, Sips = (), 


хо=0 
у) BEP 是 除 尽 % 的 ?的 最 大 乘 方 。 我 们 有 s 之 r+3。 假 设 
z=wu+ pi-"y, u=0, =, prit], v=0, 1, р' 1—1, 
我 们 得 出 ` 


И 22%. упба(и" pt + љи?) p7 171v) 
p ==е M 


E (u, p)=1 Bj, + ЗИНА, 所 以 
p''-i 2 ‚ аз? 
29 
Bap: = У е T pt —pn-1S prn, Ss,ps = 0. 


а =0 
8) терору“ 是 r 的 标准 分 解 式 ,假设 
и Q 1 
Тот = т71+ Sam; =, m=p M, =- = рё Mr, 


ШН ДАЕ asma Mir + аьМь (nod тужи m, s ВАН 
Сав ру 12, d) 


Тат = Ta, pt ubi T аот. 
但 是 当 s=1 时 ,我 们 有 
_1 
|Tap | p7i*"nV p<np *, 


当 1<s=<, (n, Pp) 二 1 时 ,我 们 有 
| Тар: | =p te" picis]. 
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当 1<s=<n, (n, p)= p 时 ,我 们 有 

| Таре | рт? ppn. 
s>" 的 情形 ， 由 于 Yop: =p stss реда" = Таут", Wf MUI 
s< 的 情形 。 所 以 


[Tam |KO 2 n?' +", 


于 是 就 得 出 则 题 里 所 说 的 不 等 式 。 

12,2. ARE 11,2, о) 的 定理 和 第 五 章 问题 12, а 的 定理 推 
出 。 

b. ти 


M+0—1 n- 
+9-1 n-1 o, Find = — 8) 
Тп = > > e n А 


=M Е=0 

ш k=0BF, жа 求 总 和 ,我 们 得 到 Q; 当 4>0 时, 我 们 得 到 的 数 
ПЕНИИ Plu p。 由 此 就 推出 阅 题 里 所 说 的 公式 。 

ce， 到 (x)=1 МН x 通过 z=ind M, ind( M 十 1),…， 
ind(M + 0 一 1), 我 们 得 到 S= У (DUZER 17, a), 

dNp-1 
这 里 8 是 有 条 件 (г, 2 一 1)=1 [7] ИС BEA S'- T, ВН Sa 
ACT d 的 zx 的 个 数 ， 也 就 是 在 数列 М, M+ 1, ,М+д—1т d 
次 剩余 的 个 数 。 因 此 
н- У 009 +6, Ура p ) 104] «1, 6, =0. 
dNp-1 | 

а. Иа РУАН О: 
z 通过 z=ind o s= M, Ма, …, 开 十 @ 一 1， 则 第 五 章 问 题 12 а 
的 条 件 都 有 有 了。 于 是 我 们 得 到 (@: КО) 
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y објел, УФ (0)=0, J= 2e + OV р). 


13. 假如 没有 不 超过 2 的 非 剩 余 , WER 1,2, [0]; Q= 

= V p (In p> 中 尺 次 非 剩余 的 个 数 可 以 用 丙种 方法 来 估计 ; 从 于 
题 12,b 的 公式 出 发 , 以及 从 非 剩 余 只 能 是 被 大 于 的 素数 除 尽 的 
数 这 事实 出 发 。 我 们 得 到 

im p--2lnin p 

2 1 

1-i«n T Ol; 
Lin рфаји ји p (ар), 


1+ E CE 1 
oc ВВ о.) 
142 on In» In p 
Inn p 


后 一 不 等 式 不 能 对 于 所 有 充分 大 的 素数 2 都 成 立 ， 这 就 让 明了 定 
理 。 
14,2. ВН 


т—1 т—1 m—i 
15 "< Y YXooospet m 


2—0 ул=0 у=0 


对 于 答 定 的 yy My, 2 求 总 和 ， 和 给 出 Xm] pQ RER, 就 看 
EBA У = 1 所 以 
|S|'«zXYm, |5|<и XYm, 


b,a) 我 们 有 


ит» DOLO Ма“ 


这 里 入 和 vv 都 通过 与 模 m НН. ШИ 


184 问题 解答 


т—71 т—1 


= So > > v(a) бу)" ^ . 
2=0 y=0 


(= У жо, ре У ox 


и" == z( mod m) v" = y( modem) 
и 11) 
m—1 
> |a sc Ke(m), У leu) |°<Ko(m). 
y=0 
所 以 (问题 a) 


VKo(m)Ko(m)m- KV m, 


ISI s 


В) В т=9*р"! p Eom PREDEA MRA atum 
(mod m) 与 下 面 的 组 等 价 : 

z"z]1(mod 22), z" = 1(mod р" ), +, 2"z1(mod р?" ). 
at Y(2) ЯП yo(2) 是 > 对 于 模 2^ 的 指数 组 (S 6, g). RA а" 
(mod 2") 与 组 ny (2)==0 (mod с), myo(x) =0 (mod со) 等 价 。 这 个 
组 的 第 一 个 同 余 式 至 多 有 2 个 解答 ， 第 二 个 至 多 有 %* 个 解答 。 所 
以 同 余 式 *" 二 1(mod 27) 至 多 有 27 个 解答 。 根 据 $ 5,b， 同 余 式 
az] (mod p?! ), ---, e=] (mod р." ) 的 每 一 个 ,都 至 多 有 7% 个 解 
答 。 因 此 


lnn 


K«2(1(m))n?. K -O(m*), 
15,2. RME 


агу et 


#21 z=1 


a(t” —1)z^ нее -1)= 
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JR tre 1(mod p), 24 t= imod р), z ЖАН Р—1, 
而 在 其 他 的 情形 则 给 出 一 1。 在 相反 的 情形 , 取 z(t 一 1) К =, 
这 二 重 的 和 式 中 与 所 取 的 上 土 对 应 的 部 分 可 以 者 示 成 


e a, lt DG Do 


EL 
Yet 


所 以 n 
p—1 p—1 
[SP <p- > > vu) p(v)e |, 
u=] в=1 
这 里 (u) ETARIK” — 1) (1 1) nmn (mod p) АЈА, 
МН. |2(%)| 不 超过 同 余 式 2" == (mod р) 的 解答 的 个 数 。 所 已 


PODM, | pV) | sm, 


p—i 
У реа, 5 lecto Dr 
uci v=1 | 


БУ ЗА ВЈ 14, a 的 定理 , 我 们 得 到 
|8| С р—1 + V (p— Dam p yu p<2n p°. 
b,a) ARES a ПЕНИ TE BES 12, a 的 定理 推出 。 
8) 从简 题 4 的 定理 推出 ,如 果 访 ”一 7, Фе) - 1, ЊЕ: 
过 z= Да", х= Мо, Mo 十 1,…, Mo 十 00 一 1， 其 第 五 章 湖 题 12,2 的 
RERET. MD 


2 e= T, 2 oo- Q, 


于 是 就 推出 问题 moo 
ба) ix у== да у (mod р). 我 位 有 (第 五 章 间 题 11, 8) 


p-1 
LACAN > 4u222 + даба + Auc i 


х=0 
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1 NO ani (dato? Haba dao jay 2273) 
= 均一 > (i) > e р T = 
D p 
2-1 г=0 
-1 
PS. oni 200° -4a0)g  2by, =y? 


2=1 
最 后 的 和 式 的 值 < 3 р а), 
В) МЕ а 的 定理 和 第 五 章 章 题 12,a 的 定理 推出 。 


b, 23, 


8,=15, 419, 0 
2a. а) Moin В) а= соб 


80 1002 0 
b 8,999. Ву а= 094 ___ 
- a) % 59” 8) 739 — 739 х 1000? 


3， 一 共有 22 个 分 数 。 
5,8. 95x35x113, 


b. 22x33x5*x 73 х 11° х 17x 23 X 37, 


第 二 章 
1,2. 13142, 
b. 219x939 x 591 xx 71? x 11? x 13° x 177 x 199 x 235 x 293 x 

X 314 x 313 x 41? x 432 x 472 x 588 x 59? x 012 x 67 x 71 x 
X 73 x 70 x 83 X 89 X 97 X 101 x 103 x 107 x 109 x 113, 

2,8. т(5600)=36; 8(5600) = 15024. 
. T(116 424) =96; 8(116 424) = 410 400, 

3. БЕ ST L 

4. а) 1152; В) 466400. 

5. WE ХИТ 774, 


第 三 章 


1,8. 70, 
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b， 人 能 除 尽 。 
2,8. 3х5 х 112 x 2999, 
b. 7x13x37Xx73X101X 127 Х 17 X 19x 957, 


第 四 章 
1,8. х==81( той 337), 
b. 2==900; 751; 1302; 1853; 2404( mod 2755), 
2, b. х=1630(тоа 2413). 
3. 2944-1115 y—39-F ATI, 这 里 上 是 整数 。 
4,8, х==17061+ 52 (тоа 221); 225131; 110; 89( mod 221), 
b. 2=11151 6: +11 800 6,16 875 65 ( mod 39 825), 
5,8. z==91(mod 120), 
b. х==8479(тод 15015). 
6. z==100(mod 143); y—1i11(mod 143), 
7,8. 324+ 2r? -- 310 + 2xz0( mod 5), 
b. 25 + ба? ++ 32? -- 32 + 2==0( то 7), 
8. 26-4-4155 2274 + 7623 4- 702? + 59% + 39==0( mod 101), 
9,8, z==16(mod 27), 
b. 2-223; 53(mod 64), 
10,8. х==113(тод 125), 
b. 2==43, 123. 168, 248, 293, 373, 418, 498, 543, 623 
(mod 625). 
11,8. х==2,5, 11, 17, 20, 26( mod 30), 
b. 22x76, 22, 176, 122( mod 225), 


第 五 章 
1,8. 1,2,3, 4,0, 8,9, 12, 13, 16, 18; 
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. 9,6, 6, 8, 13, 14, 15, 17, 18, 19, 20, 22, 23, 24, 29, 31, 32, 


м 


хә 


m 
P” Zm P ° mg p m > 


~ 


355 


. а) 0; 8) 2 


р. а) 0; 8) 25 


. a) 0; В) 2, 


b. а) 0; В) % 


. а) z= + 006(mod 311); 8) «e + 130(1аод 277); 


a) хез + 9(тод 19); В) z= + 11(mod 99); 
у) zz: + 14(mod 97), 


y) == 4 94(тоа 353), 


. х== 72 тоа 125), 
b, z==+127(mod 243), 
. #=13, 19, 45,51, (mod 64), 


241, 87, 169, 215( mod 256), 


6, 
18; 


. 3,3,3, 
. 5,5, бо 


То 

а) 0; В) 1; 7) 8, 

а) 0; B) 1; у )10。 

a) х==40, 27(mod 67); В) xex33(mod 67); 
у) 4-8, 36, 28, 59, 31, 39( mod 67), 


а) z==17 (mod 78); В) «== 50, 12, 35, 23, 61, 38 


(mod 73); y) ж==8, 24, 46(mod 73), 


. а) xz54(mod 101); В) 22:53, 86, 90, 66, 8( mod 101), 


. а) 1,4,5,6, 1, 9, 11, 16, 17; В) 1, 7,8, 11, 12, 18, 


b. о) 1,6, 8, 10, 11, 14, 23, 26, 27, 29, 31,36; В) 1,7,9, 


190 计算 题 答案 
7, a. a) 0; B) 4o 
b. а) 0; 8) To 
8,a 
b. z=59, 11, 39(mod 109), 
9,a 
10, 12, 16, 26, 33, 34, 
10,a 


. а) 7,87; В) 3,5, 12, 18, 19, 20, 26, 28, 29, 30, 33, 34, 


а) 3,27,41,62; В) 2,6,7, 10, 17, 18, 26, 30, 31, 35, 
43, 44, 51, 54, 55, 59, 


6171819 1 |01528 455 


5 


oi sl|2 


* & on 


6|71819 а ој |з јајан 


4 


о |112 14 816 10 
1 


9171316 


X # 13 


191 


61718 deed 
9/718] 6 


102 а 


Ежи 


a uM ME БЕ 


зао 2 о [1 з |» 10113 | в 15 11/18] 14 
1 (8| | 4 |181 26 
Z K 19 
| 
193 јава |5|е IE 


7 [14 DE 


[8 


0. 216 ! 4|20| в |17|16 
9|20 14 


мове тв o го |а sla [serlo ° 


0 15 222. eum al10 o | 214 slta| 8| в 19 
1 EBENE D s 27 |251 18| 26 
1726 20| 811619] 15| 14 2 p ns ЈЕ; 11122115 


= # 3 

amu | 
"Inr 4|sle|zialo рае тв о 
di AALL | | | 
о | 0124! 1118120|25128112 2 0 
1 |[14[23|19]11|22]21| 6 7126] 4 1 
2 | 8129117127] 13110] 5| 3116 9 2 
8 |15 
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X И o 
тво 


1 28 271892] 8j 16 

28 11133] 13 41 7|17| 35 + 

2 '25|29|81 1529/10 12 6/84| 21 20| 3| 6112 24 
9| 5|20| 8 19 18 


| 
2612 


9 


‘selrls 


ааа] 1 | 

|| 

| 0157 1 12|25 [oo 35 50 2 о 11131 9127 (38128 |47 137195 32 
1 !|10 |30113 32:92026 24] 3829 19] | 1 |11030. 4/19 13629 |28 | 26 | 35 | 19 
2 3713611511640 8/17) 8| 5141] | 2 11414240134 |161 5115] 2, 6118 
з |11134| 9 311 23118 114] 7| 4| 33] |3 83,18 |3931: 7/91 |20117) 8 
4 |22| 6121 ! 4 


X om 4 
I0 г 314156178 9 
0 011812036! 1138 0 || 1| 5125 sila 23|21|11| 8| 40 
1 119] 710111 4/21 26;16|12| 45 1 11218118148 | 2714119 [38] 2| 10 
2 ||37| 61251 5128! 2129 14122 | 35 2 | 3115 28146 | 42| 2216 33| 24| 26 
з 39| 3144|27| 34| 33130 42117 31 3136,89, 7135134|129| 4|20| 6| 30 
4 | 9115/24/13 ia 23 4 | 9145 37/4432 19 
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0 14; 3 
1 48| 6/19/9415 12| 4110 35 
2 149131! 7189/20/42|25151: 16 
5]13/33| 512311 9136 [30 | 38 
л 50 |45132 | 22] 8129140144121 


51 [48 (27 54149139119 38 
9148/36 | 13 |261 52145 | 31 
12| 24148 


z 
= 
| = 

to 

© 
~ 


16:32! 8! 61121 24 
48185! 9118 36 | 111 221 44127 | 54 
47|33| 5 10/20,40 19138 | 15 30 
601591 57 |53: 45 [29] 581 55149! 37 
1326 |59 |43125 [50] 391 17 347 
14|28| 56 51| 41 [21 42128 |46 | 31 


1| У 4| 8 


OU % rto 0 


@ OUR o to eol 


= 
° 
= 


O| 1 891 
16159 41|19 


17 62 60/28 
5147 5 32 
118 58.681 9 58 |49 31 62 
[31 37121157 52| 8|26|49145| 36 us 54141 |15 |80 60 |58 39 
.56| 7 48|35| 6/34/33. | jo 11221442142 


4| 8116 
25150141123 4638 | 7| 14 
58 |47135 11122.44129 58 


ТЕСТЕ 


ERR 195 
з итп 
„ааа | № Г. 
м0 1123145671819 Рој: = вазет ве 
| Ш 
0 0| 6126 |12|28|32| 1181 521 [о || 1| 7|40]59|58! 51! 2 14127 | 47 
1 |134 31| 38| 89 | 7 54 24 49|58] 16 1 |45131) 498 54123 19162] 8! 56 
2 ||401 27 37 | 15144 56 45 | 8|13| 68] | 2 |37146138158 [16141] 3121| 5) 85 
3 16011130 57 55 29164 2022 | 85] |з /32|11 6142110170 [64129 | 12 | 18 
4 |46|25 33| 48143 10191 9150] 2| [4 |20]69]57 | 441941 26140 (67 | 43 | 17 
5 62| 5151 28 114 59 19143] 4| 3 5 |48]52] 9/63 | 15 34 25|33|18| 55 
6 66,69 17 | 58 | 36| 67 63/4761 41: |6 30168 | 50166 | 36| 39 |60 |65| 29] 61 
"У | 
+ * 73 
оао 101123] 4|5]6 |781 9 
0 0| 8| 6136] 1114188124 12] | о 1| 5|25152] 41/59] 31161 2] 10 
1 || 9155122 |59 41] 7132 21 20162] | 1 ||50|31| 9]45| 6130] 4120127 | 62 
2 1117139163 146/30) 2167 18149 35] |2 !18/17|12,60| 840154 | 51136 | 34 
з 1115111140161 | 29134 28 .64.70 65] |з |24|47|16| 7|35|29|72 | 68148 | 21 
4 25] 4147 |51 71113154131 |381 66] | 4 |32/14! 7058 71168 123 | 4264] 28 
5 |10]27] 3153 26156|57 [68:43] 5] |5 ||67)43|69|58 | 46 1155 | 56 |61 | 13 
в 1123 581 19145 48160 69150! 37 | 52] | 6 |165! 33| 19221 37 3949 28 | 57 | 66 
7 142 |44136 7 1381 44 
Е АИ | |! | 
X # 79 
х |0 |11213 45 |617 {819 пој; ззјавотјва 
0 0 || 1| 8| 9|27| 2| 6118|54] 4| 12 
i 1 |36]29] 812411721 58 |16 14865! 37 
9 |, 2 (132|17 5117416434123 169149; 68 
8 з 1461591 19157 [18] 39 38 |35[ 26] 78 
4 | 4 |76]70159|717|78]6125175 67 43 
5 5 150171] 55] 7121163131141 42| 4T 
6 8 jj62|28| 5115145] 56110180 111 38 
7 7 20160] 22166140141 44153 


106 Tate 


МНО] 1 alala 
h 1. 
||| 
о Q 172 2ј27)73 віз ез| |o || 1| 2] 4| 8|16)32|64145| 了 | 14 
1 128194174 77! 9117. 4/56/63] 47] |1 |28]56 29/5883 | 6649 15 50] 60 
2 12918025. 60:75 54178: 5210 | 12] [2 ||87174|65 47 11/22 |44| 51101 20 
з 118/38) 5 14. 57135164 20 48 67| із | 40130 |77 |71 50/85 |70 57181| 62 
4 зо 40 81:71:26 | 7161123 76 16] | 4 41 82181 9| 1667 [51119 88 76 
5 155,46 79 59158 B1| 11137 |18 | 34] |5 169552754 255011734168 53 
6 [19,66] 39 70] 62215 45 58| 50] | 6 |123 46| 9118 36 [12 |61 |39 78 | 78 
т ја зз 65 69.21 44 4932 68| 484 [т 103431 3| 6 12 24 48|13|26 52 
8 81 42 4 8 21042 
7 
M NI 
и |ојт |2|вјајвјо тв о г 9 а јајзј4 5 етв 
| | | 


· | 0116] 13270: 17 [81148 2 
'86 8413323] 9 |71164! 6 18| 85 
14 |82119 |57149 |89 39! 3 25| 59 
3180] 85| 22 68 34111 51| 24 
21110! 29128 72 73; 

.68| 7155178119 66/41 36175 | 43 
115(69|47]83| 8| 5,18: 56188] 58 
62150) 20127 [53167 77 |40 | 42 
'46| 4|87|61|26 76 45 60 44 


со 
~ 


~T 
e 


00 -т О вх > 3 to > 
[^4 
с 


pe 

> 

са 

EN 

e 

сл 
~ 

в 

oo ~ успео = © 

- 

> ~ 
exe 
e - 
-T 

E 

= 

E 

со 

F7 

с 

00 

e 

o 

t 

со 

m 

№ 


t A 97 

мо | ја |в | [вет || 9 11101112 3146617 |819 
0 | 034170168] 1| 8:31 ol as о || 1| 5125128143121] 8140] 6| 30 
1 135] o;42 2665,71 40189]78 81| |1 j58|71|64 |291 48 [46 |36 88127 | 38 
2 169| 5 24|77]76] 2159118] 8, 18| |2 [198] 77|94 |82 | 2218 165 | 84178 | ТА 
3 |946 74| 60| 27 |32 | 16| 911191 95] |3 79] 7/35/78 210 | 50| 56| 86] 42 
4 5 4 ||16180|12|60] 9/45 3115896 92 
5 67] |5 | 72/69 54176 89 57 |911 67 | 44 26 
6 51| |6 /38[68'49|51|61 14 70159| 4! 20 
7 80] |7 || 815 75|84132 63|24|23 18| 90 
8 541 |8 6? 19.95 87147141 11155 81| 17 
9 | 9 B 87188 | 52 |66 (39: 
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2 |1] 179 2| 419. | 2 661| 2|] 947, 21229] 2: 1523; 2 

3 2 181 | 25 421 | 2, 678, Б] 958 3|1231| 3| 1581] 2 
6 2 191 19 481 | Ti 677| 2] 9er | 5j1297| 23548 5 

78] 198 | 5: 438 | 5 ! 688 | 5|| 971! 6119491 71549! 2 
11 |2|| 197 2! 439 |15: 691 | 3|| 977 | 8/1250! 2| 1553| 3 
. 18 | 2 || 199 | 3. 443 | 2. 101 | 2| 983 | 51271] 2 ‚1659 19 
17 |8 211 | 2! 449 | 83, 709 | 2|| 901! 6 | 1279] 3| 1667 | 8 
19 [2 || 228 | 3; 457 |13 | 719 |11|| 997 | 7 1288] 2; 1571] 2 
28 | 5 || 227 | 2; 461 | 2 | 727 | 5| 1009 | 11|| 1289 | 6, 1579| 3 
29 | 2 || 229 6 468 | 3 | 788 | ell 1013 | 3||1291| 2 1583 Б 
31 |3 || 288 | 31 467 2. 789 | 3| 1019 | 21 1297 | 10 || 1597 | 11 
37 12 || 289 | Ту 479 |13 743 | bj 1021 110! 1801] 21601 | 8 
41 |6|| 241 | 71 487 | 31751 | 8|| 1031 |14| 1203| 61 1607] 5 
43 | 3 || 251 | 6' 401 | 2 | 757 | 21| 1088 | 5 1307 | 2| 1609] 7 
47 |5 | 257 | 3|] 499 | 7. 761 | 6| 1089 | 31319 | 13 || 1613 | 3 

t | 

53 | 2 || 268 | i| 503 | Б | 769 H) 1049 | 3] 1321 | 13 | 1619 | 2 
59 |2 || 269 | 2,1 509 | 2| TI8 | 2) 1051 | 7)1397| 3) 1821! 2 
61 2| 271 | 6) 521 | 3, 787 | 2|| 1001 | 211361| 31| 1627 | 3 
67 |2 | 277 | bl; 528 | 2 | 797 | 2|| 1063 | 3111367| 5| 1627] 2 
TA |7 281 | 3, 541 | 2 809 3; 1069 | 6 |1373| 2| 1657 | 11 
73 |5 | 283 | ЗІ 547 | 2] 811 | 3| 1087 | 311381, 2| 1663! 3 
79 |8 | 298 | 21 557 | 2j 821 | 2| 1091 | 9 11399 43 | 1667) 2 
83 |2 || 307 | 5! 568 | 2 823 | 31 1098 | 5! 1409| 3. 1669| 2 
89 |3 || 811 |17|| 569 | 3: 827 | 21 1097 . 3||1428 | 3| 1695 | 2 
97 |5 || 818 |10] 571 | 8: 829 | 2] 1108 | 511427! 2' 1697] 3 
101 |2 | 317 | 21 577 | 5|| 839 |71 | 1109 | 21114291 6j| 1699] 3 
103 [5 || 881 | 31 587 | 2/ 858 | 21 1117 | 2111433, 3111709 3 
107 |2 | 337 |10 593 | 8| 857 | 8|| 1123 | 2||1429| 7 |1721| 8 
109 |6 | 347 | 2, 599 | 7| 859 | 21 1129 |11 || 1447] 3| 1723) 3 
113 |3 | 349 | 2| 601 | T| 863 | 51 1151 | 17/| 1451] 2011738] 2 
127 13 | 353 | 8| 607 | 81| 877 | 2 1158 | B| 1458] 2/1741| 2 
181 |2 || 859 | 7| 613 | 2| 881 | 8|| 1163 | 5114591 5117471 9 
i37 |3 || 367 | ej 617 | з 883 | 2| 1171 | 2 |i1471| 611753] 7 
139 |2 | 378 | 2]|| 619 | 2| 887 | 5|] 1181 | 7111481 | 311759] 6 
149 |2|| 379 | 2|| 681 | 31 907 | 2; 1187 2111488 2 | 1777| 5 
151 |6 | 388 | || 641 | з 91117) 1193 | 31487 5|!1783 | 10 
157 |5 || 889 | 2) 648 1111 919 | T|| 1201 |11 || 1489 | 14 | 1787 | 2 
188 |2|| 397 | Б) 647 | Бр 929 | 8| 1213 | 211498 | 2| 1789] 6 
167 |5 || 401 | 3 653 | 21 937 | 51 1217 | 31499! 21 18011 11 
173 |2 | 409 '21| 659 | 2| 941 | 2 1223 | 6| 1511 [11 |1811 6 
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РРР g| P |9| P 9 
| | | j | 
| И 
1828 | 5 2129 | З, 2417 | З | 2729 | 3|, 8049 | 11 
1831 | 5, 2131, 2 2423 | 5| 2731 | 313061 €| 
jer 5 | 2187 10, 2487 | 2) 2741 | 213067 2, 
L| £u xi 2 92441, 6 2749 | 6/3079] 6! 
1867 | 2 2143 © 31 2447 | 5| 2753 3/3083; 2; 
1871 |141 2158 | З 2459 | 2! 2767 | 3) 30891 8! 
1872 ,10 2161 | 23 | 9467 31 2777 © 3|| 3109 6. 
1877 | 2 2179| 7ij 2478 51 2789 | 2! 83119! 7) 
1879 | 6 2203 5| 9477 2| 2701 | 6 3121 7 
1889 | 3: 2207 512503 3| 2797 | 5: 3137 8 
1901 2, 2213 | 2 | 2524 j 11| 2801 3| 3163, 8 
1007 | 21 2221! 2 || 25311 2| 9808 23167. 5 
1913 РЗ. 2287. 2 2589 21 2819 | 913169 1| 
(931 | 21 22890 | 3 2543 5] 2833 | 513181. Т. 
1938 | 5 2943 | 21| 9549 21 2837. 2/3187, 2 
i | E | 
1949 | 3 2251 | 7,2551, 6 2848 | 2 3191 11 
1951 | 3j 2967 | 2 | 2657 | 2] 9851 | 2.392031 21 
1973 | 2, 2269 | 2 2579 | 2] 2857 |11 8209 3| 
1979 | 2: 2278 812591 7 2861. 2,3217, Б, 
1987 | 2 2281; 7 2598: 7 | 2879. Т 3221 10. 
1993 | Бу 2287 |19 | 2609 3 2887 B| 3229] 6 
1997 | 21 2208 | 2 | 2617 5| 2897! 318251 6: 
1999 | 31| 2297 | 5 ! 2021; 2|| 2908 5! 3258) 2 
2003 5 2809 8 | 2688 5) 2909 | 21| 3257 | 31 
| 82647 31 2917 | 5||2259| 3, 
2017 | 5| 2838 | 2] 2657 3| 2927 | 5 321! 3) 
2027 | 2 2389 | 2 2659, 2| 2989 | 2|| 3299 21 
2029 | 2 2341 7 || 2668 5) 2953 48 3301 8j 
2089 | 7:: 2847 | 3 | 2671 | 7| 2957 | 2| 3807 | 21 
2058 | 2 | 2351 13 9677 | 2} 2968 | 2| 3813 | 10 | 
2063 | 5' 2857 | 2 || 2683 | 2| 2069 | 313319 | 6 
2069 | 2. 2871 | 2 | 2687 | 5| 2971 10 || 3828 | 2 
2081 | З 2877 | 5 2689 | 19 || 2999 |17 || 33291 3 
2088 | 2 2881 | 3/ 2608 | 2] 3001 | 14 3821 | 3 
2087 5, 2388 | 5| 2699 2) 2011 | 2 3343 5| 
2089 | т 2889 | 2 | 2707 | 2| 3019 | 2|| 8847 | 2 
2099 | 2| 2898 | 3 | 2713 | 了 | 3028 | 5 3359 | 11 || 
2111 | 了 1| 2899 11] 2713 | Б| 3037 | 2 || 8361 | 22 
2118 | 5|; 2411 | 61 2719 3! 8041 3|| 3871 | 2 
| H 
| | || 
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个 数 


与 模 互 素 的 剩余 组 


牛顿 二 项 式 
不 等 式 
EE D 

WB ~ 
分 子 
分 母 
分 解 式 


可 能 率 
平方 
平方 剩余 
PIERR 
未 知 数 
正 的 


число 

приведёниая система 
вычетов 

баном Ньютона 

неравенство 

взаимно простой 
попарно простой 

числитель 

знаменатель 

разложение 


каноническое ~ 
дробь 
ПОДХОДЯЩЯЯ ~ 
несократимая ~ 
дробная часть 
показатель 
уравпение 
неопределённое ~ 
отношение 
номер 
логарифм 
отвечанщий 
делимость 
вероятность 
квадрат 
квадратичный вычет 
квадратичный невычет 
необходимость 
неизвестный 


положительный 
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number 

set of residues prime 
io the modulus 

Newton's binomial 

inequality 

relativoly prime 
pairly ~ 

numerator 

denominator 

decomposition (or fac- 

torization) 

canonical ~ 

fraction 
approximate ~ 
irreducible ~ 

fractional part 

exponent 

equation 
indeterminate ~ 

ratio 

number 

logarithm 

correspondent 

divicibility 

probability 

square 

quadratic residue 

quadratie non-residue 

necessity 

unknown 

positive 


200 th Xx per ЕСЕ ЕЯ 
立方 的 кубический cubic 
充分 性 достаточность sufficiency 
dt сопрянённый conjugate 
次 数 степень degree 
Ва ~ ~ сравненил ~ of congruence 
TRA сравнение congruence 
> сомножитель factor 
Ж ~ простой ~ prime ~ 
多 项 式 многочлен polynomial 
收敛 的 сходищийся convergent 
fa. отраниченный сверху bounded above 
LET рациональное (число) rational (number) 
Ни натуральное чисто natural number 
导数 производная derivative 
= ~ вторая ~ весопа ~ 
弗 尔 马 定 理 теорема Ферма, Fermat/'s theorem 
余数 остаток remainder 
ACER координата coordinate 
X" коэффициент coefficient 
完全 剩余 组 полная система вычетов complete set of residues 
dif функция function 
ER ~ мультипликативная ~ multiplicative ~ 
ти ~ рациональная ~ rational ~ 
тај 58 уравнение Hexia Pell's equation 
dk ряд Фарел Farey’s series 
和 数 ( 和 式 , 总和) сумма sum 
奇数 нечётное (число) odd (number) 
ЖЕ операция operation 
实数 вещественное (число) real (number) 
dX выражение expression 
复合 数 составное (число) composite 
复数 комплексное число complex number 
总 和 сумма sum 
Ж ~ суммирование summation 
E характер character 
Е ~ главный ~ principal ~ 
А : тождество identity 
指数 индекс : index 
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欧 拉 定理 
KD 

欧 拉 常数 
ЖЦИ: 
ХЕРЕ 2 upay q 
ЛЕ Узе: Ч 
EPA 

E 


积分 
SEHR SN 
爱 拉 托 散 的 包子 
fü 
商 数 

不 完全 ~ 
(+: 
过 分 式 
со Gp] 
顶点 
偶数 
XE 
SERE At TE 
RiR 


| трапица 
делитель 


общий ~ 


обший пайбольщий ~ 


отрицательзый 
нем 
теорема Эйлера 
функция Эйлера, 
постоянная Эйлера 
алторитма Эвклида, 
функция Мёбиуса 
теорема Вильсона 
степень целого 
произведение 
кратное 
общее ~ 


общее найменьшее ~ 


корень 


первообразный ~ 


ряд 


гармонический ~ 


простое (число) 
разность 
делить 
интегрирование 
формула Тейлора 
решето Эратосфена 
вначение 
частное 

неполное ^ 
постоянная 
непрерывная дробь 
непрерывный 
вершина 
чётное (число) 
формула Сонина 
снивол Лежандра 
вычет 


| 


| 
上 
| 


bound 
divisor 


commi10n ~ 


£61 


greatest common ~ 


negative 

non- 
Euler's theorem 
Euler's function 
Euler's constant 


Euclidean algorithm 


Möbius’ function 
Wilson's theorem 
integral power 
product 

multiple 


common ~ 


least common ~ 


root 
primitive ~ 
series 


harmonical ~ 


prime (number) 
difference 
devide 
integration 
Taylor's formula 


ihe sieve of Eratosthenes 


value 
quotient 


incomplete ~ 


constant 


continued fraction 


continuous 
vertex 
even (number) 


Sonin's formula 


Legendre's symbol 


residue 
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Е не~ поп~ 

最 小 ~ найменылий ~ least ~ 

~ 集合 ~ класс (вычетов) ~ residue class 
极限 ` | предел limit 
Nest иррациональное (число) | irrational (number) 
发 散 的 раеходящийся ‘divergent 
等 式 pasencrBo equality 
E равносильный equivalent 
绝对 的 | a6comornaii © > absolute 
绝对 值 модуль absolute value 
Ту интервал interval 
же совокупность, класс set; ‘elass 
项 член term 
ВЕТАР символ Якоби Jacobi's &yrabol 
Ra решение solution 
F нуль zero (or null) 
ж число number | 
数列 ряд sequence 
Є теория чисел theory of numbers 
я модуль modulus 
Vier целое (число) inieger 

ЈЕ ~ положительное ~ positive ~ 

я ~ отрипательное ~ negative ~ 
整数 部 分 целая часть integral part 
HE целая точка | integral point 
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